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Virtual Element Methodの実構造物への適用に向けた基礎的検討
Fundamental study for application of Virtual Element Method to actual structures
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The Virtual Element Method (VEM) is an approximate solution method for partial differential equations
that does not require explicit definition of the displacement function in the elements. Because of this feature,
VEM can handle polygonal and polyhedral elements, and has begun to attract attention as a generalization
of the Finite Element Method. However, most of these studies are theoretical, and there are few studies on
the application of VEM to real structures. In this study, we focus on the feature of VEM that can calculate
elements with hanging nodes without any special processing, and apply VEM to models that change the
roughness of the mesh division. As a result, we confirmed that the accuracy of the analysis using elements
with hanging nodes is good.
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1. はじめに
Virtual Element Method（VEM）はBeirão et al.1)によ
り提案された変位関数を要素内において陽に定義する
必要がないという特徴をもった偏微分方程式の近似解
法である．その特徴から多角形や多面体の要素を扱う
ことが可能であるため，有限要素法（FEM）を一般化
した手法として注目を集め始めており，最近では工学
分野でも VEMに関する研究が行われている．しかし，
その多くは理論に関するものであり，実構造物などへ
の適用に向けた研究は少ない．実用化に向けては構造
解析において現在広く使われている FEMよりも VEM
が優れている点を示す必要があるが，本研究ではVEM
が多角形要素を扱えることから hanging nodeをもつ要
素についても特別な処理なく計算できることに着目し，
FEM解析で問題となることの多い，メッシュ分割の粗
さを変化させるモデルに対して，hanging nodeを有す
る要素を活用したときの解析精度について検討した．

2. Virtual Element Methodの構造
本章では Artioli et al.2)による 2次元の線形弾性問題
を対象とした定式化を用いて VEMの構造を示す．
(1) 支配方程式
連続した領域 Ω ⊂ R2 において，Ω上で物体力 f が
作用する線形弾性境界値問題を考える．領域の境界 Γ
は Dirichlet境界 ΓD と Neumann境界 ΓN から構成され
る．つり合い式，適合条件式，線形弾性体の構成式は
Voigt表記を用いると，それぞれ

∂Tσ + f = 0 in Ω (1)
ε(u) = ∂u in Ω (2)
σ = Cε in Ω (3)

で与えられる．ここで，∂は微分作用素，uは変位ベク
トル，σは Cauchy応力，εは微小ひずみ，Cは弾性係
数を表す．また，境界条件は次のようになる．

u = ū on ΓD (4)
t := mσ = t̄ on ΓN (5)

ここで，mは外向き単位法線ベクトル n =
{
nx, ny

}T の
Voigt表記による行列である．これらに仮想仕事の原理
を適用することで，支配方程式は次式で表す弱形式と
して与えられる．

a (u, v) = L (v) ∀v ∈ V (6)

ここで，V :=
(
H1

0 (Ω)
)2は可容変位場であり，a，Lは

a (u, v) =
∫
Ω

ε(v)TCε(u)dΩ (7)

L (v) =
∫
Ω

vT fdΩ +
∫
Γt

vT t̄dΓN (8)

である．
(2) Virtual Element Methodの定式化
まず，領域Ωを重なりのない任意形状の多角形 Eに
より分割する．このとき，多角形 E を要素と呼び，E
の辺 eの数を mで表す．また，Vh(E)は要素ごとに定
義される離散化された可容変位場であり，

Vh(E) =
{
vh ∈ H1(E) | ∆vh ∈ Pk−2(E),

vh|e ∈ Pk(e) ∀e ∈ ∂E
}

(9)

で定められるスカラー空間 Vh(E) により，Vh(E) =[
Vh(E)

]2として定義される．ここで，∆はラプラシアン，
Pk(E)は要素 E上で定義される k次以下の多項式空間を
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表す．要素 Eは，各頂点において変位 vhに関する 2個の
自由度，頂点を除く各辺上の点において変位 vhに関す
る 2(k−1)個の自由度，さらに要素内においてモーメン
ト 1
|E|
∫
ΩE

vhϕidΩE (i = 1, 2, · · · k(k−1)
2 )に関する 2 k(k−1)

2 個
の自由度を有する．ここで，|E|は要素 Eの面積，ϕiは
Pk−2(E) の基底

{
xαyβ with α, β ∈ N, α + β ≤ k − 2

}
の元

を示す．したがって，m角形要素 Eにおける空間Vh(E)
の次元 nは

n = dim
(
Vh(E)

)
= 2mk + k(k − 1) (10)

となる．次に，

Πd : Vh(E)→ Pk(E)
vh 7→ Πdvh (11)

で定義される射影作用素 Πε を導入する．ここで，
Pk(E) := [Pk(E)]2 は要素 E 上で定義される k 次以下
の多項式空間である．また，uh に Πd を作用させた関
数 Πduh は任意の関数 p ∈ Pk(E)に対して，直交条件

aE

(
uh − Πduh, p

)
= 0 (12)

を満足するものと定めると，Πduhは多項式空間Pk(E)
上における変位 uh ∈ Vh(E)の最良近似となり，要素 E
における内部仮想仕事は

aE

(
uh, vh

)
= aE

(
Πduh,Πdvh

)
+ aE

(
uh − Πduh, vh − Πdvh

)
(13)

と表せる．右辺の第 1項を整合項，第 2項を安定化項
と呼ぶ．
以下では，k = 1の場合についての整合項と安定化項
の定式化について述べる．このとき，m角形要素に対
するVh(E)の次元数は 2mとなる．
(3) 整合項の定式化
まず，任意の関数 εP ∈ P0(E)2×2

sym に対して∫
ΩE

(
ε(uh) − Πε(uh)

)T
εP = 0 (14)

を満足する射影作用素 Πε : Vh(E) → P0(E)2×2
sym を用い

ることで，式 (13)の整合項は

aE

(
Πduh,Πdvh

)
=

∫
ΩE

[
Πε(v)

]T CΠε(uh)dΩE (15)

と表せる．Πε(uh)は 0次の多項式空間P0(E)2×2
symにおけ

るひずみ ε(uh)の最良近似となる関数で，P0(E)2×2
sym の

基底 NP を用いて

Πε
(
vh
)
= NPπεṽ (16)

と表せる．ここで，ṽ ∈ R2mはVh(E)の基底 NV で表し
た変位 vh ∈ Vh(E)の節点変位ベクトルで，πε ∈ R3×2m

は Vh(E)から P0(E)2×2
sym への基底変換を表す行列であ

る．また，多項式空間 P0(E)2×2
sym は

P0(E)2×2
sym = span




1
0
0

 ,


0
1
0

 ,


0
0
1


 (17)

で表される次元数 3の空間であるため，その基底 NPは

NP =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (18)

となる．式 (16)を式 (14)に代入して式を変形すると，

πε = G −1B (19)

が得られる．ここで，G ,Bはそれぞれ

G =

∫
ΩE

(
NP
)T

NPdΩE (20)

B =

∫
ΓE

(
mNP

)T
NVdΓE (21)

である．式 (19)と式 (16)から，Πε(vh)は

Πε
(
vh
)
= NPG −1Bṽ (22)

となり，式 (15)の整合項は

aE

(
Πduh,Πdvh

)
= (ṽ)T KCũ (23)

と表せる．KC は整合項の剛性行列で

KC = BTG −T
[∫
ΩE

(
NP
)T

CNPdΩE

]
G −1B (24)

である．式 (24)より，KCを求めるにおいて，変位 uh ∈
Vh(E)の内挿関数 NV は式 (21)の境界積分にしか現わ
れないことから，VEMでは変位の内挿関数を要素辺上
のみに定義すれば良く，要素内では陽に定める必要がな
いことがわかる．このことが“Virtual”Element Method
という名の所以となっている．
(4) 安定化項の定式化
式 (13)の右辺第 2項の安定化項は厳密に計算するこ
とができないため，次のような近似を用いた定式化を
行う．
まず，多項式空間 P1(E)は要素の直径により無次元
化された要素の重心座標 ξ, ηを用いて

P1(E) = span


 1

0

 ,  0
1

 ,  ξ0
 ,  0
ξ

 ,  η0
 ,  0
η




(25)
で表される次元数 6の空間であることから，その基底
Nd を用いて，式 (11)で定義される P1(E)上の変位関
数 Πduh は

Πduh = Ndûc (26)
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と書ける．また，P1(E) ⊂ Vh(E) であることから，
Vh(E)の基底 NV を用いて

Πduh = NV ũc (27)

とも表せる．ここで，ûc ∈ R6，ũc ∈ R2m はそれぞれ
の基底で表した整合項による変位 Πduh のベクトルで
ある．P1(E)からVh(E)への基底変換を表す行列 D :
R6 → R2m を導入すると

Dûc = ũc (28)

となることから，整合項による解 ũcは ImDである．こ
こで，Dは縦長フルランク行列とすると uh = NV ũ ∈
Vh(E)の ũが存在する R2m は

R2m = ImD ⊕ Im
(
I − D

(
DT D

)−1
DT
)

(29)

と直交直和分解でき，さらに ũc ∈ ImDであるため，安
定化項の解 ũs は Im(D(DT D)−1 DT)に存在することに
なる．このことを用いて，安定化項の剛性行列 KS を

KS := τ
(
I − D

(
DT D

)−1
DT
)

(30)

と定めて，安定化項を

aE

(
uh − Πduh, vh − Πdvh

)
≈
(
vh
)T

KS uh (31)

と定義する．ここで，τはひずみエネルギーの大きさ
を調整するためのパラメータで，安定化パラメータと
呼ぶ．
3. 精度検証 1
図–1のような自由端でせん断荷重を受ける非常に短
い片持ち梁の問題について，図–2のようにサイズの異
なる要素を直接繋げたモデルによる VEM解析を行い，
hanging nodeにおいてせん断変形を表現できるかを調
べた．モデル i（i = 1, 2, 4, 5, 10, 20）は固定端（x = 0）
から軸方向の半分の長さ（x = 2）までの領域は全ての
モデルで固定端辺が 40分割される大きさの正方形要素
で細かく分割し，x = 2から自由端（x = 4）までの領
域は自由端辺の分割数が 2iとなる大きさの正方形要素
で粗く分割している．以後，細かい分割領域における
要素を小要素，粗い分割領域における要素を大要素と
呼ぶ．モデル iの小要素と直接接続している大要素は，
1辺の長さが小要素の 20

i 倍であり，小要素と共有する
辺において

(
20
i − 1

)
個の hanging nodeをもつ．

各辺を 20分割した要素数 40,000のモデルに対する
Nx Nastranによる結果を参照解として，モデル 1の小
要素と大要素が接続されている x = 2の節点の x方向
の変位 uxを図–3に示す．図から，大要素の角部にあた
る y = 0と y = 4の節点における VEMの結果は参照
解との誤差が 13.7%と大きいものの，hanging nodeに
おける変位は参照解との誤差が最大でも 2.4%と精度よ

図–1 せん断荷重を受ける非常に短い片持ち梁

モデル

（要素数:802,節点数:864）

モデル2

（要素数:808,節点数:871）

モデル4

（要素数:832,節点数:897）

モデル5

（要素数:850,節点数:916）

モデル10

（要素数:1000,節点数:1071）

モデル20

（要素数:1600,節点数:1681）

図–2 解析モデル
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図–3 モデル 1の x = 2における x方向変位 ux

く求められている．他のモデルにおいても大要素の角
部にあたる節点で参照解との誤差が最も大きくなるが，
hanging nodeにおいては良い精度の変位が得られた．ま
た，大要素の角部における誤差に関しても，接続する
要素の大きさの比を小さくすることで誤差は小さくな
り，接続する要素の大きさが 5倍となるモデル 4では
0.9%程度となった．
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4. 精度検証 2

図–4に示す中央に円孔を有する平板に面内方向の引
張荷重を作用させる問題について，応力集中が生じる
箇所のみ局所的に細かく分割したモデルを用いてVEM
解析を行い，メッシュ分割の粗さを急に変えたモデル
を用いたときの応力の解析精度を検証するため，円孔
周辺の細かく分割する領域の範囲を変えたA, B, Cの 3
群のモデルを用意した．モデル Aが細かく分割する領
域が最も狭く，次に狭いのが Bで，Cは平板の領域全
体を細かく分割している．また，モデル Aと Bは周方
向の分割数を 16, 32, 64, 80, 96, 128分割のそれぞれ 6
パターン，モデル Cは周方向の分割数を 32, 64, 80, 96
分割の 4パターンにより解析を行った．周方向の分割
数を 80として領域全体を細かく分割したプレート要素
のモデル（要素数 2,212）による Nx Nastranの結果を
参照解とした．
解析結果として，周方向に 80分割したモデル Aに
よる y方向の直応力 σy の分布を図–5に示す．グラフ
は x = 0および y = 0における結果を示し，実線は参照
解による結果を表している．図からは，細かい分割領
域においては VEM解析により参照解と重なるような
結果が得られているが，最大値に着目すると参照解を
1.000としたとき，VEMは 0.945となった．
次に，周方向の分割数は一定で細かく分割する領域を

A→ B→ Cと広げていったときの節点数と応力 σy の
最大値の参照解との相対誤差の関係を図–6に示す．細
分割領域を広げることで誤差は小さくなるものの，節
点数が 2.8倍増加しても精度は 1%程度の向上に留まっ
ている．
また，細分割する領域の範囲は一定で周方向の分割
数を増やしたときの周方向の分割数と応力σyの参照解
との相対誤差の関係を図–7に示す．周方向の分割数が
ある程度まで増えると解析精度はほとんど変わらなく
なるが，モデル A・Bの両方において周方向の分割数
を 128まで増やすと 80分割や 96分割のときよりも解
析精度が 0.1%程度低下する結果となった．これは，細
かい分割領域の要素のサイズと粗い分割領域の要素の
サイズの比が大きすぎることによる影響だと考えられ
る．周方向に 128分割したモデルでは，粗い分割領域
の 1個の要素に対して細かい分割領域の要素が 8個接
続されている．
これらのことから，VEM解析を用いて応力集中の生
じる箇所における応力を調べたい場合には，応力集中
の生じる領域のみを局所的に細かく分割したモデルで，
全体を細かく分割したモデルと同程度の精度の応力を
求めることができるが，分割粗さが変化する箇所の要
素サイズの比が 8以上になると解析精度の低下が生じ
てしまうことがわかった．

図–4 円孔を有する平板の引張問題
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図–5 周方向に 80分割したモデル Aの応力 σy の分布
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図–6 細かい分割領域を広げたときの解析精度の変化
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図–7 周方向の分割数と解析精度の関係
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