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せん断抵抗特性の違いからみた亜弾性に用いる応力速度の選択

Choice of stress rate for hypoelasticity from the viewpoint of shear resistance characteristics
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亜弾性に用いる客観的な応力速度にはCauchy応力の Jaumann速度がよく用いられるが，角度変化の
ない共回転的な材料埋め込み座標で記述しているため，せん断抵抗特性を正確に表現できていない可能
性がある．これに対し， Truesdell応力速度は回転のみならず角度変化も考慮した埋め込み座標から応力
変化を観測する．そこで本研究では， 2種類の異なるせん断構成則を持つ Timoshenko梁理論を比較対
象として，共回転応力速度と Truesdell応力速度の系列を用いた亜弾性が持つせん断抵抗特性の適用範囲
の違いを考察した．
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1. まえがき
Cauchy応力の Jaumann速度が亜弾性によく用いられ
るが，大きなせん断変形で振動1)する．また非保存的

な問題点解決するために種々のスピンで定義し直す研

究2)もあるが，共回転的な応力速度以外が示すせん断抵

抗特性の方が材料の挙動を正確に表現している可能性

もある．そこで，材料と共に回転するだけでなく変形も

する座標系から定義した応力速度との差異を，例えば

Truesdell応力速度等を用いて比較検討した．

2. 客観的な応力速度とその間の関係
共回転応力速度としてCauchy応力とKirchhoff応力

の Jaumann速度
∇
σ，

∇
τK を，ゆがんだ座標系で観察した

応力速度としてOldroyd応力速度
⊔
σと Truesdell応力速

度
∨
σを取り上げ比較する．前者 2つと後者 2つの差は(

dikσk j + d jkσki

)
であるが，この違いを明確に示すため

に，さらに次のような改訂した応力速度も用いる．

∇
σi j ≡ σ̇i j − wikσk j − w jkσki, (1a)
∇
τK

i j ≡
∇
σi j + σi jdkk,

∇
σmod

i j ≡
∇
σi j − σi jdkk (1b, c)

を Jaumann速度系列と呼び

⊔
σi j ≡

∇
σi j −

(
dikσk j + d jkσki

)
, (2a)

∨
σi j ≡

⊔
σi j + σi jdkk,

⊔
σmod

i j ≡
⊔
σi j − σi jdkk (2b, c)

を Truesdell速度系列と呼ぶことにする．

3. Timoshenko梁のせん断構成則
Timoshenko梁理論には 2種類のせん断構成則3)があ

る．高次理論の方は，軸力 N の向きが梁断面の法線方向
νと図–1のようにずれるため，せん断力 V が

N = EAϵ, V = GkTAγ + N
γ

1 + ϵ
(3a, b)

図–1 Timoshenko梁モデルAϵ

図–2 解析に用いた梁

のようにせん断変形 γと関係付けられる．ここに， ϵ

は軸の伸び， EはYoung率，Gはせん断弾性係数， A
は断面積， kTは補正係数である．式 (3b)の第 2項が軸
力によるせん断力成分であり，このモデルを「モデル

Aϵ」と呼ぶ．これに対し，この第 2項を無視したモデル
を「モデルBϵ」と呼ぶ．前者から得られる座屈荷重は
Engesser公式4)になり，後者はその改訂公式である．こ

の軸力の向きが断面の法線方向からずれる効果に着目

し， 2種類の応力速度が予測する挙動と比較する．

4. 数値結果と考察
(1) 片持ち梁にせん断応力を与えた場合の抵抗特性

図–2のように，せん断の影響が顕著になるように L =
0.2 mの極端に短い片持ち梁の自由端に z方向にせん断
力 Pを与えた．ねじれが生じないように梁全体にわたっ
て y方向は拘束した．図–3に結果を示した．横軸は自
由端の z方向変位W を Lで除した値，縦軸は荷重を正
規化した PL2/EIである． Lは変形前の値，梁の断面二次
モーメント Iは変形後の値を用いている． Truesdell応
力速度を用いた場合は，モデルAϵ の挙動とほぼ重なる
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図–3 せん断力に対する応答

図–4 座屈後の挙動

一方，Cauchy応力の Jaumann速度を用いた場合には，
変位が大きくなるにつれて梁理論による解との差が大き

くなっている．これは文献1)にある大きなせん断変形に

対しては振動抵抗を示すという問題点が現れたためであ

ると考えられる．

(2) 初期不整のある柱の座屈後挙動

(1)と同様の片持ち梁の先端に z方向の初期たわみ
0.001 mを与えて 0.5%だけ傾けた状態の先端に軸力を
かけて座屈させた．図–4に結果を示した．ここでの Pは
軸力である．この場合も Truesdell応力速度を用いた場
合は，モデルAϵ の挙動とほぼ重なる．一方， Jaumann
速度は Euler荷重とモデルBϵ の座屈荷重のほぼ中間の
荷重で座屈した．以上の結果から， Jaumann速度系列
はせん断変形の影響を十分には考慮できていないモデル

Bϵ の方に近い特性しか持っていないことがわかる．

(3) 柱の座屈荷重

最後に，座屈前のせん断変形の無いまっすぐな柱の

座屈荷重 Pcrを，接線剛性の正値性が失われる点でと

らえる．柱の長さ Lはさらに短いものも含め， 0.1 m,
0.125 m, 0.15 m, 0.175 m, 0.2 m, 0.3 m, 0.4 mのそれぞ
れの場合で解析した．結果を図–5に示した．横軸は梁

図–5 柱の細長比と座屈荷重の関係

の細長比 λ = L/
√

I/Aである． Lは変形前の値， Iと A
は変形後の値を用いている． Truesdell速度系列を用い
た場合は細長比に関わらずモデルAϵ の座屈荷重とよく
整合した．一方， Jaumann速度系列を用いた場合は，
細長比の大きい場合は Euler荷重に，小さい場合はモ
デルBϵ の座屈荷重や改訂 Engesser荷重に近く， Timo-
shenko梁理論とはあまり整合しない結果となった．

5. まとめ
Timoshenko梁理論が持つ 2種類の構成モデルと比較
することによって，種々の応力速度を用いた場合の亜弾

性が持つせん断抵抗特性を比較した．その結果， Jau-
mann速度系列は，直応力とせん断応力の直交性が崩れ
るような材料のせん断抵抗特性を精度よく表すことがで

きないことがわかった．したがって，例えば金属単結晶

のような材料の構成モデルに限定して用いるのが適切で

あると考えられる．これに対し Truesdell速度系列は，
せん断変形の影響を，その変形の大小に関わらず精度よ

く表現できることが明らかにり，適用できる材料の範囲

は広いと考えられる．
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