
修士論文概要集 2013年 2月 東北大学大学院工学研究科土木工学専攻

鋼コンクリート界面における接触を考慮した合成桁の数値的性能評価

Numerical Evaluation of Performance of Composite Beams Considering Contact Interface between Steel
and Concrete
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Combination of steel and concrete is inevitable for composite beams to deliver high performance. Con-
tact interface between steel and concrete plays one of the most crucial roles for numerical performance
evaluation of composite beams by nonlinear finite element analysis. However, difference in scale between
composite beams and shear connectors makes the contact analysis of composite beams impossible because
of the complexity of the numerical models required. In this paper, we develop a performance evaluation
method for composite beams based on the homogenization method utilizing a representative volume ele-
ment including shear connectors and contact interface.
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1. はじめに
近年，様々な土木構造物に複合構造が用いられてい
る．複合構造は，複数の異種材料を組み合わせることで
単一材料では得られない優れた性能を引き出すことを可
能としており，土木分野では鋼とコンクリートの組み合
わせを用いることが一般的である．このような複合構造
が優れた性能を発揮するためには，異種材料が一体化さ
れていることが前提である．そのため，性能評価には異
種材料界面の接触のモデル化が重要である．
鋼コンクリート合成桁では，頭付きスタッドのような
ずれ止めにより鋼桁とコンクリート床版の機械的な一体
化を図っているが，ずれ止めとその界面での接触を含め
た橋梁全体の数値解析は計算負荷の面から事実上不可能
である．そこで，構造全体の解析に先立ちなんらかの平
均物性評価が必要となる．現在最も多く用いられている
手法は，押し抜き試験であるが要素試験では実構造物に
対応する微視構造の応力状態を再現することが困難であ
る．
一方，数学的均質化法は合成桁中のずれ止めのよう
に，周期的に繰り返される微視構造の平均物性評価に優
れている．そこで，本研究では，鋼コンクリート界面に
おける接触を考慮したずれ止めを含む代表体積要素の力
学特性から，合成桁の性能評価を行う方法を提案する．

2. 均質化 Timoshenko梁のミクロスケール
問題

本節では，文献1)で述べられた「骨組み構造としてモ
デル化された微視構造に対する均質化法」を用いて，周
期性を有する 3次元梁の周期境界条件の定式化を行い，
有限要素解析の具体的な実現を考える．
図–1に示すように，大きさ ε の周期ベクトル rで表さ
れる 1次元周期を有する梁の単位構造を代表体積要素と
し，代表体積要素の領域Ωを解析対象とする．ここで
は， 1次元周期構造なので r · eα = 0 (α = 2,3)として
も一般性を失わないため， r = re1とする．このとき，
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図–1 1次元周期構造の独立断面と従属断面および自由表面

境界 ∂Ωは
∂Ω = iΓ ∪ dΓ ∪ f Γ (1)

と分割される． y1 = 0と y1 = r における断面は，周期
性により一体となって変形するが，便宜的に y1 = 0の断
面を独立な自由度を持つ独立断面とし iΓで表し，もう
一方の y1 = r の断面を iΓに従属な自由度を持つ従属断
面とし dΓで表す．また， f Γは代表体積要素の自由表面
を表すものとする．
(1) 相対変位と剛体回転の拘束
全曲率および全ねじり率をミクロスケールで積分する
ことにより，実回転

θr(y1) = ∇θ y1 + θ1 (2)

および実ねじり角

ψr(y1) = ∇ψ y1 + ψ1 (3)

を得る．ミクロスケールでの回転角 θ1およびねじり角
ψ1の周期性により，代表体積要素両端における相対実
回転および相対実ねじり角は

θr(y1 + r) − θr(y1) = ∇θ r (4)
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図–2 相対変位による剛体回転

ψr(y1 + r) − ψr(y1) = ∇ψ r (5)

となる．微小変形を仮定しているので，相対実回転およ
び相対実ねじり角も微小である．したがって，相対実回
転に起因する相対実軸変位および相対実ねじり角に起因
する相対実横変位は

ur(y1 + r, y2, y3) − ur(y1, y2, y3) =
{
(∇θ r) × yc} · e1 (6)

vr(y1 + r, y2, y3) − vr(y1, y2, y3) = (∇ψ r e1) × yc (7)

となる．ここに， ycは断面内の図心軸を基準とした任
意の点の座標であり， yc · e1 = 0である．
次に，全せん断ひずみ，全軸ひずみをミクロスケール
で積分することにより，それぞれ実横変位，実軸変位

vr(y1) = γ y1 + v1 (8)

ur(y1) = ∇u y1 + u1 (9)

を得る．ミクロスケールでの横変位 v1，ねじり角 ψ1，
軸変位 u1の周期性により，代表体積要素両端における
相対実横変位，相対実軸変位は

vr(y1 + r) − vr(y1) = γ r (10)

ur(y1 + r) − ur(y1) = ∇u r (11)

となる．
実軸変位は曲げ変形と軸変形の両者によって生じるの
で，相対実軸変位は両者の寄与分を合計し

ur(y1 + r, y2, y3) − ur(y1, y2, y3)
=

{
(∇θ r) × yc} · e1 + ∇u r

(12)

となる．同様に，実横変位はせん断変形とねじり変形の
両者によって生じるので，相対実横変位は両者の寄与分
を合計し

vr(y1 + r, y2, y3) − vr(y1, y2, y3)
= (∇ψ r e1) × yc + γ r

(13)

となる．
以上から，独立断面と従属断面の対応する任意の点に
おいて，式 (12)， (13)で決定される相対変位を与える
ことがミクロスケール解析における周期境界条件と等価
となる．

ただし，せん断に関しての周期境界条件を含む相対実
横変位 (13)を与えるだけでは，図–2のように代表体積
要素はせん断変形せずに剛体回転のみを呈する．そこ
で，代表体積要素の断面の剛体回転を拘束することを考
える．代表体積要素の断面の剛体回転を，代表体積要素
全断面の平均回転とすると，剛体回転の拘束は

gα :=
1
r

∫ r

0
θr
α(y1) dy1 = 0 (α = 2,3) (14)

と表すことができる．ここで， θr
α(y1)は y1における断

面の xα軸まわりの実回転，すなわち θr
α := θr · eαであ

る．断面の回転 θr
α(y1) を断面上の変位から回帰される最

小 2乗近似直線の傾きと定義する．これより

R3(y1) :=
∫ (

u1 + θr
3y2 − b2

)2
dA (15)

R2(y1) :=
∫ (

u1 − θr
2y3 − b3

)2 dA (16)

を最小にする θr
α(y1) が断面の回転となる. 上式の面積分

は y1における断面の積分であり， bα は断面の xα軸切
片である．Rαが最小値をとる条件

∂Rα

∂θr
α

= 0 （総和規約は適用しない） (17)

より，断面の回転 θr
α は u1で表すことができ

θr
3(y1) =

−
∫

y2u1 dA + b2G3

I33
(18)

θr
2(y1) =

∫
y3u1 dA− b3G2

I22
(19)

となる．ここで，Gαは xα軸に関する断面 1次モーメ
ント， Iααは xα軸に関する断面 2次モーメントであ
る． y1方向に断面が一定で断面の図心を y2, y3の原点と
すると，断面一次モーメントは

G3 :=
∫

y2 dA = 0, G2 :=
∫

y3 dA = 0 (20)

なので，断面の回転 θr
α は

θr
3(y1) = −

∫
y2u1 dA

I33
, θr

2(y1) =

∫
y3u1 dA

I22
(21)

と表される．したがって，式 (21)を式 (14)に代入する
と，剛体回転の拘束は

1
r

∫ r

0
θr

3 dy1 = −

∫
y2u1 dV

r
∫

I33 dy1

= 0 (22)

1
r

∫ r

0
θr

2 dy1 =

∫
y3u1 dV

r
∫

I22 dy1

= 0 (23)
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となり，それぞれの分母はゼロでないことから，剛体回
転の拘束条件式をあらためて

g3 :=
∫

y2u1 dV = 0 (24)

g2 :=
∫

y3u1 dV = 0 (25)

と表す．
(2) 離散化した周期境界条件と剛体回転の拘束
前節の相対変位は直接的に有限要素解析に課すことが
可能であるが，剛体回転の拘束はそのままでは有限要素
解析に適用できない．本節では， 3次元のアイソパラメ
トリック連続体要素を例に，相対変位に基づく周期境界
条件および剛体回転の拘束を課すための具体的な方法に
ついて述べる．ここで，節点 nの座標を xn = xn

i ei，変
位を un = un

i ei とする．
曲げ変形，軸変形に対する相対変位 (12)を節点座標，
節点変位を用いて表すと

dun
1 − iun

1 =
{(∇θ × yc) · e1 + ∇u

}
r (26)

となる．ここで，対となる独立節点と従属節点の組の変
位をそれぞれ iun

1，
dun

1とする．左上の添え字 i,dが断面
の位置，右上の添え字が節点番号，右下の添え字が方向
をそれぞれ表すものとする．
せん断，ねじりに対する周期境界条件 (13) を節点座
標，節点変位を用いて表すと
(
dun

2 − iun
2

)
e2 +

(
dun

3 − iun
3

)
e3 =

(∇ψe1 × yc + γ
)

r (27)

となる．次に，前節で導いた剛体回転の拘束条件 (24),
(25)を節点座標と節点変位で表すことを考える．自然座
標系を (ξ1, ξ2, ξ3)とすると，ある要素における座標およ
び変位は，形状関数 Nn(ξ1, ξ2, ξ3)を用いて

yk =
∑

Nn(ξ1, ξ2, ξ3) yn
k (k = 2,3) (28)

u1 ≈
∑

Nn(ξ1, ξ2, ξ3) un
1 (29)

と表される．剛体回転の拘束条件 (24), (25)の u1を含む
項は節点変位 un

1により
∫

yαu1 dV

≈ A
∑

m

∑

n

ym
αun

1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
NmNndetJ dξ1 dξ2 dξ3



(30)

と表される．ここに，Aはすべての有限要素に関する
和，

∑
は各要素に属するすべての節点に関する和， J

は変数変換 (ξ1, ξ2, ξ3) 7→ (y1, y2, y3)の Jacobianであり，
成分で表すと

J =



∂ y1

∂ξ1

∂ y1

∂ξ2

∂ y1

∂ξ3
∂ y2

∂ξ1

∂ y2

∂ξ2

∂ y2

∂ξ3
∂ y3

∂ξ1

∂ y3

∂ξ2

∂ y3

∂ξ3


(31)
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図–3 押し抜き試験体 (単位：mm)

である．以上から，離散化された剛体回転の拘束条件
(24), (25)を節点変位 un

1の線形関数として

ḡα =
∑

wn
αun

1 = 0 (32)

と表すこととする．ここに，wn
αは

wn
α := A

∑

m

ym
α

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

NmNndetJ dξ1 dξ2 dξ3


(33)

で定義される式 (30)における un
1の係数である．

(3) NX NASTRAN による解析
前節で求めた周期境界条件を再現するために，本研究
では，汎用有限要素構造解析ソフトNX NASTRAN の
拘束条件式（MPC）を用いた．独立節点と従属節点の相
対変位を与えるために，さらに対となる仮想節点を用意
し，この仮想節点に相対変位と等しい強制変位を与える
ことで周期境界条件を再現した．ここで IM unは，を仮
想節点の変位とすると，拘束条件式は

dun − iun − IM un = 0 (34)

と表される．

3. 押し抜き試験モデル
本研究で提案する手法との比較を行うために，一般的
に広く行われている押し抜き試験の解析を行う．
(1) 解析対象
標準的な押し抜き試験として，図–3のような Lamら
が行った押し抜き試験2)を解析対象とした．コンクリー
ト床板には長さ 619mm，幅 469mm，厚さ 150mmを用
い，鋼桁は高さ 260mm，フランジ幅 254mm，フラン
ジ厚 14mm，ウェブ厚 10mmである．頭付きスタッド
は直径 19mm，高さ 100mmのものが片側 1本ずつ計 2
本，フランジに溶接されている．材料定数はスタッド
と鋼桁のヤング率と両方とも同じ値を用い， 200GPaと
した．コンクリートの圧縮強度が 50N/mm2，弾性係数
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が 23.5kN/mm2とした，また，すべての材料でポアソ
ン比は 0.3とした．なお，スタッドとコンクリート床板
界面，また，コンクリート床板と鋼桁界面での摩擦係数
は 0.5とした．
有限要素モデルはすべて 8節点双 1次の 6面体要素
を用い，要素数 5072，節点数 6771に分割した．載荷は
ウェブの端部に強制変位を 4mmを載荷した．
(2) 押し抜き試験による性能評価
本解析によると，ずれ変位は 2.6mm，せん断荷重は

559kNであり,せん断剛性は 215kN/mmとなった．ただ
し，ずれ変位はスタッド位置の鋼フランジとコンクリー
ト床板裏側の節点の相対変位とし，スタッドに加わるせ
ん断荷重は強制変位点での荷重とした．
押し抜き試験では，コンクリート底面を固定し鋼桁上
部に変位を与え力学特性の評価を行っている．そのた
め，図–4に示すように試験体上部の鋼コンクリート界面
で接触しているが，試験体下部では鋼コンクリート界面
に接触はないといったような回転モーメントが生じてお
り，力学特性が正確に評価できない可能性がある．

4. 合成桁モデル
周期性を考慮した代表体積要素を合成桁モデルとし，
力学特性の評価を行う．
(1) 解析対象
標準的な合成桁とし，断面寸法を図–5に示す．スタッ
ドは直径 13mm，高さ 70mmのものを橋軸方向には
100mm間隔で 8本配置し，橋軸直角方向には 60mm間
隔で 2本配置した．また，コンクリートの材料特性は，
圧縮強度が 40N/mm2，弾性係数が 23.5kN/mm2であ
り，鋼材の弾性係数は 200kN/mm2とした．また，すべ
ての材料でポアソン比は 0.3とした．なお，スタッドと
コンクリート床板界面，また，コンクリート床板と鋼桁
界面での摩擦係数は 0.5とした．
要素はすべて 8節点双一次の 6面体要素を用い，要素
数 912，節点数 1608に分割し, x1-x2面のせん断ひずみ
γ̃12 = 0.01を与え解析を行った．
(2) 合成桁モデルによる性能評価
本手法によれば，ずれ変位は 1.2mm，合成桁に加わ
るせん断荷重は 601kNであり,せん断剛性は 501kN/mm
であった．ただし，ずれ変位は押し抜き試験と同様に，
スタッド位置の鋼フランジとコンクリート床板裏側の節
点の相対変位としたが，せん断荷重は境界面に生じるせ
ん断力から求めた．
この時の変形図と応力分布を図–6に示す．本手法によ
れば境界面での不自然な拘束がなく，合成桁の純粋なせ
ん断変形を再現していることがわかる．

5. まとめ
押し抜き試験では試験体の拘束により合成桁の力学特
性を正確に評価できない可能性がある．そこで，本手法
では代表体積要素の力学特性から合成桁の性能評価を行
う方法を提案した．
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図–4 押し抜き試験の変形図とMises応力分布
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図–5 合成桁の断面図
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図–6 合成桁モデルの変形図とMises応力分布
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