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網状構造の非線形マルチスケール解析

A nonlinear multi-scale analysis of reticulated structures
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複合材料である平面セル構造体は，微視構造の座屈や大変形による不安定化など非線形な挙動を
示すことが知られている．このような平面セル構造体に対し計算効率が高い骨組要素によりモデル化
したマルチスケール解析では，面内変形に限りその非線形性を考慮したマルチスケール解析手法が提
案されているが,面外変形に関してはミクロスケールでの線形解析の範囲にとどまっている．そこで
本研究では面外変形を考慮したミクロスケール解析を発展させ幾何学的非線形性を考慮した解析を
行なうための一般化収束論による定式化を行い，ミクロスケールでの非線形解析の例を示す．
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1. まえがき

平面セル構造体は，剛性や質量比などの観点から高
機能な材料であり様々な用途に利用される．しかし，そ
の力学的特性は，構造や荷重によって強い異方性，非
線形性，座屈による不安定化などの特徴を示す．この
ような面内変形に対して，面内の非線形マルチスケー
ル解析が大植ら1)によって行なわれた．平面セル構造体
がジオテキスタイルなどに利用される場合は面内変形
に加え面外変形も受ける．これに関しては，面外変形
を考慮した非線形ミクロスケール解析が著者ら2)によっ
て行なわれたが，平面セル構造体の面外変形に関する
特性は未だ解明されていない．本報告では，平面セル
構造の面外変形に関しての異方性，非線形性，座屈に
よる不安定化などの特性を非線形ミクロスケール解析
手法を用いて解析する．

2. 一般化収束論による平板の非線形２変数
境界値問題の定式化

図 1に示すような大きさ εY(ε � 1)の平面骨組が面
内に周期的に配置された構造物を解析対象とする．も
との対象領域ではこの微視構造の大きさが εYとなる．
この平面構造は，Kirchhoffの仮定に従う薄肉平板と仮
定し，中立面を含む領域を Ω，その境界を ∂Ωとする．
この解析対象に対し，著者ら2)が示した一般化収束論に
よる面外変形に対する平板の線形 2変数境界値問題の
定式化を基礎として，面外変形を考慮した平板の非線
形 2変数境界値問題を導く．

面外たわみ wとたわみ角 θの関係，θ = −∇wを拘束
条件とし，Lagrange未定定数法により，この拘束条件

を組み込んだ汎関数 Π

Π :=
∫

Ω

Wm(∇u,∇w) + Wb(∇θ) dΩ

−
∫

Ω

f · u + qwdΩ −
∫

Ω

Q · (∇w + θ) dΩ
(1)

を定義すると，平板の境界値問題はこの汎関数を停留
させる問題となる．ここに，f は外力，uは面内変位で
ある．Wm, Wbはひずみエネルギ関数であり，それぞれ
膜力-膜ひずみおよび曲げモーメント-曲率関係

N =
∂Wm

∂
(
∇u + ∇w⊗∇w

2

) M =
∂Wb

∂∇θ (2)

を規定するものとする．この汎関数の独立変数は ε,

θ, w, Qであり，Qは未定定数である．この汎関数 Πの
ε → 0の極限は，一般化収束論によると均質化汎関数
ΠH は

ΠH =

∫

Ω

Wm(∇xu0 + ∇yu1,∇xw
0 + ∇yw

1) dΩ

+

∫

Ω

Wb(∇xθ
0 + ∇yθ

1) dΩ

−
∫

Ω

f · u0 + qw0dΩ

−
∫

Ω

Q · (∇xw
0 + ∇yw

1 + θ0) dΩ

(3)

となる．ここで上付きの 0および 1はそれぞれマクロ
スケール，ミクロスケールに属する物理量であること
を意味する．このとき，膜ひずみ∇u，たわみ角∇w，曲
率 ∇θは，それぞれ

∇u→ ∇xu0 + ∇yu1 (4)

∇w→ ∇xw
0 + ∇yw

1 (5)

∇θ → ∇xθ
0 + ∇yθ

1 (6)
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図–1 平面セル構造体

に収束する．この均質化汎関数のマクロスケールの変
数に関する停留条件からマクロスケール釣合式

∇x∇x : M̃ = Ñ : ∇x∇xw
0 − q̃− f̃ · ∇xw

0 (7)

および，ミクロスケールの変数に関する停留条件から
ミクロスケール釣合式

∇y∇y : M0 = 0 (8)

N0 : ∇y∇yw
1 + ∇y ·Q0 = 0 (9)

が得られる．ここで •̃は代表体積要素における平均量
であり

•̃ := 〈•〉 =
1
|Y|

∫

Y
•dY

により定義した．
ミクロスケールの釣合式 (8)(9)は実変形に起因する
内力の自己釣り合い式になっている．ここでは，著者ら
2)の面外ミクロスケール問題と同様に，マクロ変形 (曲
率)に相当する相対変位 (ここでは回転角および変位)を
境界条件として解析を行う．式 (6)で表される全曲率を
ミクロスケール yにより積分することにより，代表体
積要素における面内問題の実変位に相当する実回転角
λは

λ(x, y) =
{
∇xθ

0(x)
}
· y + θ1(x, y) (10)

と表される．同様に，実面外変位 ζ は式 (5)で表され
るたわみ角をミクロスケール yにより積分することに
より

ζ(x, y) = −y ·
{
∇xθ

0(x)
}
· y

+
{
∇xw0(x)

}
· y + w1(y)

(11)

と表される．上記の実回転角，実面外変位およびミク
ロスケール変数の周期性を考慮し，マクロ曲率 ∇xθ

0に
相当する相対回転角，およびマクロたわみ角に相当す
る相対面外変位を算出する．そして相対回転角，相対
面外変位を代表体積要素に与えることで，その応答と
してマクロ曲げモーメント M̃ が算出可能となる．

3. 非線形解析例

ミクロ構造の変形に伴う幾何剛性の増加や座屈によ
る剛性の低下を調べるために，同じ大きさのせん断ひ
ずみを方向を変えながらミクロ構造に与えて解析を行っ

図–2 解析対象モデル 図–3 45◦ 方向せん断時座屈形状

図–4 荷重-ひずみ曲線 1

た．解析対象は図 2に示す正方形セル構造体である．図
4に解析結果を示す．図 4はせん断ひずみを与える角度
を 0◦，30◦，45◦回転させて与えて得られた応力，ひず
みの値をせん断ひずみを与えた方向に座標変換してプ
ロットしたものであり，ミクロ構造のせん断ひずみを
与えた方向に対する応力-ひずみ曲線を表す．このグラ
フより，正方形セル構造の剛性がひずみを与える方向
により著しく変化することが確認できる．また，30◦，
45◦の曲線は載荷中に座屈しているが，その座屈が生じ
る時のひずみも，載荷する角度によって変化している
ことがわかる．
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