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損傷の発展則を組み込んだ平均化手法を用いた弾塑性有限要素解析

Elasto-plastic finite element homogenization analysis with an evolution law of micro damages
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When materials deform, damages accumulate. A theory,‘called void damage theory’,where

damages are replaced with voids can express degradation of stiffness. However most models by

the void damage theory neglect stiffness of particles which exist in materials and are one cause

of damage. Since debonding along such particles creates new damage, it might be important to

take into account the stiffness of the particles. In this study, the stiffness of particles or inclusions

are considered by an averaging method, and the results are compared with experimental data

to show eligibility of our model.
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1. まえがき

材料が変形を受けると，材料内部に損傷が蓄積して
いき，材料全体の剛性が低下する．このような剛性低下
をモデル化した理論にボイド損傷理論がある．ボイド損
傷理論において，損傷は材料内部に存在する不純物や介
在物のような粒子と母材の界面剥離によって発生するも
のとされている．しかし，ボイド損傷理論に基づく既往
の研究では，このボイドの発生源である粒子を物理的な
ものとしてではなく，単なる初期損傷パラメータとして
扱っている．一方実験に基づく研究では，材料中のボイ
ドの発生は粒子と母材の界面剥離によるものだと指摘し
ている．そのため，剛性を持たない単なる損傷パラメー
タとして発生源粒子を扱うのは不適切だと考えられる．

そこで本研究では，既往の研究であまり考慮されて
いなかった粒子の剛性を考慮するために，森・田中の平
均場理論とEshelbyの等価介在物法に基づく平均化手法
を用いて，損傷が蓄積していく材料全体の平均剛性を求
める．また，ボイドも最初から存在するので，粒子と母
材だけではなく，ボイドも含めて平均化を行う．これに
よって，損傷の進展に伴う弾性剛性の低下をより正確に
表現できるので，その影響について数値解析解と実験
結果を比較することによって，本手法の有用性を検討す
る．

2. 弾性剛性の低下を組み込んだ構成モデル

ボイド損傷理論で用いられる弾性係数テンソル C̄e
ijkl

は，Hookeの法則と形式上同じであるが，損傷が蓄積
している材料全体の平均体積弾性係数 κ̄と平均せん断
弾性係数 µ̄が用いられている点で異なっている．本研究

では，損傷が蓄積している材料を母材と球形介在物（粒
子）および剛性ゼロの球形介在物（ボイド）の 3相複合
材料と捉える．例えば，森・田中理論を用いたとする
と，平均体積弾性係数 κ̄は，

κ̄ = κM [1−
ζf2 + (1− χ) (κM − κ1) f1

ζ {(1− χ) (1− f1) + χf2}+ (1− χ) f1κM

]

(1)
となる．ここに， κM, µM, νMは母材の体積弾性係数，
せん断弾性係数，ポアソン比であり， κ1, µ1, f1は粒子
の体積弾性係数，せん断弾性係数，体積比率，そして f2

はボイド体積分率である． ζ は

ζ ≡ κM − (κM − κ1)χ (2)

と定義した．また， χと φはそれぞれ

χ ≡ 1 + νM

3(1− νM)
, ψ ≡ 2(4− 5νM)

15(1− νM)
(3)

と定義されている． µ̄は式 (1)で， χをψに，そして
κMを µMと書き換えることで得られる．
降伏関数には，厳密なものではなく， 3相材料の平均

的なモデルの

φ =
σ̄2

e

σ2
f

+ 2q1f2 cosh
(

q2σ̄kk

2σf

)
− (1 + q3f

2
2 ) (4)

を用いる． q1, q2, q3はTvergaardによって導入された
調整パラメータであり， σ̄eと σ̄kk はそれぞれ，材料全
体の相当応力と垂直応力， σfは母材の相当流れ応力で
ある．
ボイドの変化は，成長と発生と合体の 3つの和で，
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と仮定されることが多く，ここでもそれを用いる．ここ
に， sと εNは，ボイド発生に対する標準偏差と平均値
であり， fC, fU, ∆εはそれぞれ，ボイドの合体が起き
る限界状態でのボイド体積分率，最終的な破壊に至る直
前のボイド体積分率，そして付加的な材料パラメータで
ある．
既往の研究では右辺第 2項の f1をある仮想的な初期

粒子比率 fNで与えているが，ここでは具体的に，ボイ
ドになりうる粒子の f1になっている点がこの研究の特
徴である．したがって，剥離を起こした粒子はその剛
性を失い，その分だけ弾性剛性が低下する．つまり，式
(5)右辺第 2項が剥離の発生則となるので，剥離が生じ
たときは第 2項分 ḟnucだけ f1は減少していくことにな
る．したがって，ある時点までの剥離した粒子の累積を
fnucとすると，それまでに剥離せずに残っている粒子の
体積比率は f1−fnucになる．逆に言うと，この時点のボ
イド体積分率 f2は f2 + fnucになる．このように剥離に
よる粒子の体積比率の減少が，ボイドの増加になり，式
(1)の f2の増加によって κ̄と µ̄が低下していく．
平均弾塑性接線係数は，文献1)に示されている弾塑性

接線係数に，平均化手法から得られた平均体積弾性係数
κ̄と平均せん断弾性係数 µ̄を用いることで得られ，

D̄ep
ijkl ≡ µ̄ (δilδjk + δikδjl) +

(
κ̄− 2

3
µ̄

)
δijδkl

− σ2
f

Hσ2
f + 9µ̄J̄2 + 9κ̄α2σ2

f

×
(

3µ̄s̄ij

σf

+ 3κ̄αδij

)(
3µ̄s̄kl

σf

+ 3κ̄αδkl

)

(6)
と表わされる．ここに，H は材料全体の硬化係数で，
J̄2は材料全体の偏差応力から計算される第 2不変量，
そしてαは

α ≡ 1
2
f2q1q2 sinh

(
q2σ̄kk

2σf

)
(7)

と定義されている．

3. 実験結果との比較

(1) 単純梁の 3点曲げ試験との比較
まず，文献2)に示された単純梁の 3点曲げ試験との比

較を行う．試験片の寸法は図–1に示す通りである．
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図–1 3点曲げ試験片の寸法

解析対象の対称性から左半分にのみ着目し，図–2の
ようにメッシュ分割を行う．要素数は 1000要素である．
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図–2 メッシュ分割図

境界条件は，支点 a上の節点を鉛直方向に拘束し，辺
bc上の節点は水平方向に対して拘束する．そして辺
bcの一番上の節点に強制変位を与える．材料定数は文
献2)と同じく，母材の初期降伏応力を σy = 339MPa，
母材の相当流れ応力－相当塑性ひずみの関係は σf =
σy + 1531 × (εp

M)0.258とした．ここに， εp
Mは母材の

相当塑性ひずみである．ヤング率とポアソン比は明記
されていなかったが，材料を鋼としているので，それ
ぞれEM = 206GPa， νM = 0.3とした．また，試
験片を「欠陥なし」としているので，初期ボイド体積
分率は 0%する．発生則と合体則のパラメータに関して
は，多くの文献で用いられている s = 0.1, εN =
0.3, fC = 0.15, fU = 2/3を用いる．ボイドを発
生させる粒子の剛性は，母材の 10倍と 1/10倍のE1 =
2060GPa, 20.6GPa，ポアソン比を ν1 = 0.3とし，体
積比率は f1 = 0.04とする．
図–3は，強制変位を与えた節点の荷重－変位関係を

示しており，実線がE1 = 2060GPaの場合の解析結果
であり，破線がE1 = 20.6GPaの場合の解析結果であ
る．共に，実験結果を比較的良く予測できている．一点
鎖線は従来の研究と同じく粒子の剛性が母材と同じ場合
の解析結果であり，安定に解析できている範囲では実線
と破線の中間に位置している． ここでは粒子は初期に
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図–3 粒子の剛性による挙動の変化

4%しかないため， f1 = 0との差は小さいが，粒子を
実際の不純物や介在物としてモデル化すると，粒子の剛
性によって全体の挙動が異なってくる．そのため，粒子
を単なる損傷パラメータとして扱っている既往の研究で
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は，材料の挙動を正確に予測できない恐れがあると考え
られる．
さて，このボイドの発生速度を決定するのは式 (5)の

標準偏差 sと平均値 εNである．図–3を計算する際には
s = 0.1, εN = 0.3を用いたが，もっと早い段階で損
傷が発生するように s = 0.02, εN = 0.05として同じ
3点曲げ試験の数値解析を行う．これで得られる結果と
s = 0.1, εN = 0.3の結果を併せて図–4に示す．当
然の結果となっているが，この結果から，発生パラメー
タ s, εNを粒子界面強度の擬似的な表現として捉えるこ
とができると考えられる． sと εNの値を用いて具体的
に界面強度を表すこともできるかもしれない．ただしそ
の場合には，本研究で正規分布として扱っている発生則
に他の確率密度関数を用いるという検討も必要だろう．
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図–4 発生パラメータの値による全体挙動の変化

さて，本研究では弾性剛性の低下も表現できるので，
最も引張力が作用する試験片下面中央の要素に着目し，
損傷に伴う平均弾性係数 Ē の低下の様子を示す．図–
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図–5 平均弾性係数の低下の様子

5の縦軸は，時々刻々求められる平均弾性係数 Ē を，損
傷が蓄積していない状態での Ēiniで正規化したもので，
横軸は母材の相当塑性ひずみである．ここでは， s =
0.1, εN = 0.3と，損傷の始まりが早い段階で起こるよ
うに設定した s = 0.02, εN = 0.05の場合の平均弾性係

数の低下の様子を示している． s = 0.02, εN = 0.05の
場合には著しい弾性係数の低下が現れている．当然，こ
の状態では図–4のように荷重－変位関係も大きく変わ
る．

(2) 介在物を多く含む複合材料との比較

次に，もう少し介在物を多く含む複合材料に対して検
討するために，文献3)に示された SiC/Al-Cu複合材料
の一軸引張試験を予測してみる．文献3)には試験片形状
や寸法が示されていないので，ここでは図–6を解析対
象とし，メッシュ分割を図–7のように行った．
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図–6 一軸引張試験片
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図–7 メッシュ分割図

文献3)と同じく，母材の弾性係数とポアソン比をEM =
71.8GPa， νM = 0.33，介在物の弾性係数とポアソン
比をE1 = 450GPa， ν1 = 0.17とした．介在物の体
積比率も文献3)と同様に f1 = 6%と 13%を用いる．
文献3)では各相の降伏応力と硬化パラメータが示されて
おらず，材料全体の降伏応力と相当流れ応力‐相当塑性
ひずみ関係を f1に関係なくそれぞれ σ̄y = 169MPa，
σ̄f = σ̄y + 463.24 × (ε̄p)0.3952としているので，仕方が
無いので本研究でもこの値を用いることとする．境界条
件は，図–7に示された xz断面の中央に位置する節点を
全方向に拘束し，同じく xz断面に存在する他の節点は
y方向にのみ拘束する．そして，試験片のもう一方の xz

平面上の節点に荷重を与える．以上のようにして得られ
る応力－ひずみ関係が図–8である．
数値解析結果は，介在物の有無に関わらず，弾性剛性

だけ異なっていて塑性挙動はほぼ同一である．このよう
な結果になる理由は，介在物の体積比率に関わらず，初
期降伏応力や硬化パラメータに文献3)にに対し，複合材
料全体の平均的な値を使用したためである．ここでの計
算では，介在物が付加されているので，その付加に伴う
材料全体の平均初期降伏応力と平均硬化パラメータの導
入してモデルの改善を図る．最も簡単な形式である重み
付き平均で平均初期降伏応力と平均硬化パラメータを求
めることはできるが，文献3)には残念ながら各相の降伏
応力と硬化パラメータが示されていない．そこで，ここ
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図–8 SiC/Al-Cu複合材料の応力－ひずみ関係

では，図–8の介在物が 6%の場合の解析結果を参照解
と設定して，介在物が 13%含まれる場合に対する本手
法の予測精度の向上を試みる．

まず，介在物が 13%含まれる複合材料の平均初期降
伏応力 σ̄yから，母材と介在物の降伏応力を逆算で求め
る．もちろん唯一には求めることができないので，ケー
ス 1 (σM

y = 160MPa, σ1
y = 310MPa)，ケース 2

(σM
y = 155MPa, σ1

y = 388.3MPa)，ケース 3 (σM
y =

150MPa, σ1
y = 466.7MPa)の 3通りを想定する．つま

り，これらの組み合わせは，介在物が 6%の場合に重み
付き平均で求められる平均降伏応力が， σ̄y = 169MPa
になるように選んだ値である．この組み合わせから得ら
れる f1 = 13%のときの平均初期降伏応力 σ̄yは，ケー
ス 1～ 3の順にそれぞれ σ̄y = 179.5, 185.3, 191.2MPa
である．

次に，平均硬化パラメータを求める．これも文献3)に
は各相の硬化パラメータが示されていないので，平均
初期降伏応力の導入によって増加した割合だけ，硬化
パラメータを変化させる，という平均化で平均硬化パラ
メータを求める．ケース 1～ 3の平均初期降伏応力の各
値は，厳密な値と仮定した介在物が 6%含まれている場
合の平均初期降伏応力と比較して，ケース 1～ 3の順に
それぞれ 6.21, 9.64, 13.1%増加している．硬化パラ
メータもこの割合だけ変化させると，各ケースの平均相
当流れ応力－平均相当塑性ひずみの関係は，ケース 1で
σ̄f = 179.5 + 409.02 × (ε̄p)0.3706，ケース 2で σ̄f =
185.3 + 507.71 × (ε̄p)0.3572，ケース 3で σ̄f = 191.2 +
523.92 × (ε̄p)0.3434となる．この 3つの状態に対して得
られる応力－ひずみ曲線を図–9に示す σ̄f = 191.2 +
523.92 × (ε̄p)0.3434の場合に，塑性挙動を最も良く予測
できている．ここで行った平均化は極めてラフな方法で
はあるが，実験結果を良く予測できている．

剥離による剛性低下を扱う複合材料の研究では，剥離
によってのみ剛性が低下するものとしており，ボイドの
成長と合体による損傷を含んでいない．そのために全て

0 0.010

100

200

300

σ̄yy(MPa)

ε̄yy

σ̄f = 179.5 + 409.02× (ε̄p)0.3706の場合
σ̄f = 185.3 + 507.71× (ε̄p)0.3572の場合
σ̄f = 191.2 + 523.92× (ε̄p)0.3434の場合
σ̄f = 169 + 463.24× (ε̄p)0.3952の場合
実験結果 (13%の場合)
実験結果 (6%の場合)

図–9 平均初期降伏応力と平均硬化パラメータの変更による挙
動の変化

の介在物が剥離を起こした後の剛性低下を表現できてい
ない．それに対し，本手法ではボイドの成長および合体
による損傷も含まれているので，粒子が全て剥離した後
に起きる剛性の低下も表現できる．そのため，従来の複
合材料の研究で用いられている手法よりも，本手法の方
が複合材料の損傷解析の精度は上がると考えられる．

4. まとめ
ここまでに示した実験結果との比較から，以下の結論

を得た．
• ボイドの発生源である粒子の存在を無視する場合に
は，正確な予測を行えない恐れがあることを指摘で
きた．

• 複合材料の損傷解析に，ボイドの成長と発生および
合体を用いているために，従来の剥離のみによる剛
性低下を表現する手法よりも複合材料の損傷解析に
適していると考えられる．

• 何らかの簡単な平均化を行って平均初期降伏応力と
平均硬化パラメータを導入できれば，本手法を複合
材料の弾塑性挙動予測に適用できる可能性があるこ
とを示した．
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