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介在物の分布と弾塑性挙動の異方性との関係の定量把握

Quantitative evaluation of relation between inclusion distribution and anisotropy of
elasto-plastic behavior
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An incremental elasto-plastic formulation for two-phases composites based on Mori-Tanaka

theory is generalized for the inclusions which have several directions and individual material

characteristics. Then the initial yield surface is expanded or contracted by interactive between

inclusions which have difference of the direction of major axis. when inclusions have equable

distribution on a plane, yield surface is isotropic on that plane.
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1. まえがき

複合材料は構造材料としてはもちろん，幅広い分野で
活用されている．例えば繊維補強材料のような新材料は
積極的に開発が進められ，また広く普及している．その
ような複合材料を開発する際に森・田中理論1)のような
平均化手法があると，材料の配合率等を決定するために
解析や実験を網羅的に行う必要がなくなり，非常に効率
的である．

その森・田中理論を弾塑性を含む様々な定式化に当て
はめた研究はいくつかあるが，ほとんどは 2相問題に対
するものであり，複数種類の介在物を対象としたものは
少ない．そこで本論文では森・田中理論を用いて，増分
型の定式化をさらに任意の種類数の介在物を考慮でき
る形に拡張する．また多結晶体を念頭においてすべりメ
カニズムで降伏するような複合材料に対する定式化も行
い，介在物の分布と巨視的降伏の異方性の関係について
定量的に把握する．

2. 多種介在物を含む複合材料に対して一般
化した定式化

森・田中理論は無限体中に多くの介在物がランダムに
位置するものを対象としている．ここでは回転楕円体介
在物が様々な寸法比や方向を有し，それぞれが個々の材
料特性を持っているものとして扱う．森・田中の平均化
を用いると，巨視的応力増分 σ̇が作用したときの各増分
量の式は
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のような関係式で表される．ここにA, Bi, Di, Li, N ,
M i, P iは 4階のテンソルで添え字 ‘i’が付くものは介
在物の種類によってそれぞれ求められる．C

−1
は巨視

的接線弾性コンプライアンスである．また，巨視的塑性
ひずみ増分は巨視的ひずみ増分から弾性部分を除いたも
の，つまり

ε̇
p ≡ ε̇−C

−1
σ̇ (4)

で定義する点に注意が必要である．

3. J2流れ則に従う材料の場合

(1) 降伏条件

降伏条件は母材・各介在物ともに von Misesの降伏条
件に従うものとし，その降伏関数は

fM =
√

(J2)M − FM (εp
M) (5)

fi =
√

(J2)i − Fi (εp
i ) (6)

で与えられるものとする．硬化関数F については代表
的な文献でよく用いられている power-lawを用いた．
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図–1 長軸方向を均等に分布させた場
合の巨視的初期降伏曲面（母材降
伏）
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図–2 長軸方向を均等に分布させた場合の
巨視的初期降伏曲面（介在物降伏）
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図–3 長軸方向を均等に分布させた場合
の降伏曲面のコンター図（介在物
降伏）

(2) 流れ則

流れ則は最も基本的な関連流れ則に従うものとし, 塑
性ひずみ増分は
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となる．

(3) 母材が降伏する場合

介在物形状は半径比が 1:1:2のフットボール型の回転
楕円体で，材料定数は SiCで補強した 2124Alを想定し
て文献2)から引用したもので，母材の材料定数はヤング
率EM = 60 GPa，ポアソン比 νM = 0.3，単軸引張り
降伏応力 σy

M = 290 MPa，硬化パラメータ hM = 700
MPa, nM = 0.55で，介在物の材料定数はEi = 450
GPa, νi = 0.2で，降伏しないものとした．その向き
θを 0～ 170度までの 10度刻みとした 18種類の回転楕
円体介在物が母材中に同じ体積比率 13.2/18 = 0.733%
ずつ分布する複合材料の， σ33-σ11平面内での巨視的初
期降伏曲面を図–1に示した．また同じ図中に，同じ材
料定数と体積比率を持つ円盤状介在物が存在する場合の
降伏曲面を長破線で描いた．

介在物の補強効果を考えてみると特にその長軸方向に
強く働く．この場合のように面内に均等に長軸方向が分
布している場合には，補強効果が均等に働くため，降伏
曲面はこの面内で等方性を示す．しかし，多くの長軸方
向を持つ介在物同士の相互作用によって単なる円盤型介
在物の場合よりも外側に降伏曲面が拡がったものと考え
られる．さらに同図には，介在物の体積比率を 1.5倍の
f = 19.8%とした場合についても，長軸方向を均等に分
布したものを短破線で，円盤型介在物を存在させた場合
を一点鎖線で示した．この場合にも長軸方向を均等に分

布させた場合の降伏曲面の方が拡がっている． 2つの体
積比率の場合を比較すると，降伏曲面が拡大する程度が
その体積比率の比と同様に 1.5倍程度になっている．

(4) 介在物が降伏する場合

介在物形状は半径比が 1:1:2のフットボール型の回転
楕円体で，母材の材料定数は 2124Alを想定して，ヤン
グ率EM = 60 GPa，ポアソン比 νM = 0.3で，降伏
しないものとした．また，介在物の材料定数は文献2)に
ならって， SiCを想定してEi = 450 GPa, νi = 0.2,
σy

i = 700 MPa, hi = 1 GPa, nM = 0.5とした．介在物
集合の総体積比率 fiは fi = 13.2%に固定してある．
介在物の長軸方向を θを 0～ 170度までの 10度刻み

で与えた 18種類の長軸方向を持つ回転楕円体介在物が
母材中に同じ体積比率で分布する複合材料の，巨視的
初期降伏曲面を図–2に示した．また，図中には長軸方
向を θ = 0～ 170度の範囲で 10度刻みとした 18種類
の介在物のうち，どれか 1種類のみを含む場合の巨視的
降伏曲面を破線で示してある．その場合，介在物の体積
比率は 1種類のみで f = 13.2%とした． 1種類の長
軸方向を持つ場合の個々の降伏曲面（破線）は重なりあ
い，その最も内側の線を構成しているのは θ = 0度
と θ = 90度の場合の 2つである．そして，長軸方向
が均等に分布している場合の降伏曲面（実線）は，その
破線の最も内側の線とほぼ同じ形状を示し，やや内側に
位置する．介在物が降伏する場合には，長軸方向を均等
に分布させてもこの応力平面内では載荷方向によらず，
θ = 0度と 90度の介在物のどちらかが必ず先に降伏す
るため，巨視的な降伏もこのどちらかの介在物の降伏に
よって決定される．そのため降伏曲面は角をもつ形状と
なる．

この場合に σ31を変化させて， σ33-σ11平面に投影し
た降伏曲面のコンター図が図–3である．介在物が降伏
する場合には先に降伏する介在物の向きが載荷状態に
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図–4 θ = 45度でランダムなψの分布
を持つ場合の巨視的初期降伏曲面
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図–5 ランダムな介在物の分布を持つ場合
に σ33-σ11平面で描いた巨視的初期
降伏曲面 (σ31 = 0 MPa)
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図–6 ランダムな介在物の分布を持つ場
合に σ33-σ11平面に投影した巨視
的初期降伏曲面のコンター図

よって異なるため，ある 1種類の方向の介在物を含む場
合の降伏曲面を重ね合わせたものの内側に巨視的初期降
伏曲面が位置する． σ31の値に応じてその重なり方が変
化するため，降伏曲面は角を持ったり，一方の角が丸く
なったりし， 3次元的には丸みを持った 8面体のような
形状を示す．

4. すべりメカニズムで降伏する材料の場合

金属のように結晶構造を持つ材料の降伏は，転位の存
在の上で結晶格子の稠密面上のすべり変形によって起き
ることが知られている．単結晶であればそのようなすべ
りで降伏するが，それがランダムに分布する多結晶体で
ある鋼などの材料では，巨視的には前章のような J2流
れ則のようになり，具体的にはすべりメカニズムで生じ
ているようには見えない．ここでは，そのすべり則で微
視的には支配されるメカニズムを有する多結晶体や複合
材料の巨視的降伏を考察したい．すべり変形のメカニズ
ムの塑性モデルとしてここではAsaroの 2重すべりモデ
ル3),4)を用いる．

(1) すべり系を有する複合材料の構成則

すべり面上に発生するせん断応力速度は

τ̇α = σ̇ijp
α
ij (9)

で表される．ここに pα
ij は各すべり系の法線ベクトルn

とすべり方向ベクトル sで
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j nα
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)
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と定義される．また流れ則に相当するすべり面上のせん
断応力速度とすべり変形速度の関係は

τ̇α = hαβ γ̇β (11)

で与えられるものとする．よって，すべり系の発展則は

σ̇ijp
α
ij = hαβ γ̇β (12)

となる．これに対し降伏関数は，すべり面上で発生する
せん断応力 τ がそのすべり系の降伏せん断応力 τα

y に達
したときに材料が降伏すると仮定する Schmid則に従う
ものとし

fα = τ − τα
y = σijp

α
ij − τα

y (13)

で表される．そして微視的には法線則が成立している．

(2) 問題の設定

母材の材料定数はE = 60 GPa, ν = 0.3で, 介在物
の材料定数はE = 450 GPa, ν = 0.2，せん断降伏応力
τα
y = 100 MPa，抵抗係数K = 1.0 MPaとした．また
すべり系の向きについては，立方晶の場合の稠密面のな
す角をおよそ 70度と考え， 35度にした．また介在物の
形状は半径比が 1:1:5の回転楕円体である．

(3) 結晶方位を複数種有する場合

介在物の長軸向きは 45度として，それに対して結晶
方位を 0～ 175度まで 5度ずつ変化させた 36種類の介
在物を含む場合の巨視的初期降伏曲面が図–4である．
介在物の体積比率は合計で 16.2%となるようにそれぞ
れを 0.45%とした．区分的直線であるが巨視的初期降
伏曲面はほぼ楕円形状になっている．少なくとも降伏曲
面の形状に関してはいわゆる von-Misesの巨視的な降伏
曲面が，微視的にはすべりメカニズムで降伏している場
合であっても得られるということが確認できる．

(4) 介在物の向きと結晶方位を均等に分布させた場合

ここでは θも 0～ 170度まで 10度刻みで分布させ，
各 θに対して結晶方位の代表向きもψ = 0～ 175度の
範囲で 5度刻みで与えた複合材料を対象とする．介在物
の体積比率は合計で 16.2%である．この場合の巨視的
初期降伏曲面が図–5である．
この巨視的初期降伏曲面は 4つの角を持つ菱形をして

いる．これは θ = 0度と θ = 90度の場合の個々の降伏
曲面（破線）が最も内側にあることからも類推できるよ
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図–7 均等な介在物の分布を持つ場合の巨視的初期降伏曲面
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図–8 降伏曲面の法線方向と巨視的塑性ひずみ増分の内積

うに，この 2つの介在物中の降伏によって巨視的な降伏
が決定されるためである．また様々な長軸向きを持つ介
在物が同時に含まれるため，相互作用によって θ = 0度
の介在物のみが含まれる場合と θ = 90度の介在物のみ
が含まれる場合の降伏曲面を結んだ線よりも若干内側に
降伏曲面が位置する．

σ33- σ11平面に投影して描いた巨視的初期降伏曲面の
コンター図が図–6である．均等な介在物の分布を持つ
場合，巨視的初期降伏曲面の 3次元的な形は，一部の頂
点が尖った 8面体状の曲面になっている．

(5) 初期降伏曲面における塑性の発展則

ここでは，降伏曲面の角点での平均挙動に対する流れ
則がどうなるかを中心にして，巨視的発展則について考
察をする．
巨視的な降伏関数は

f = Bijklσklpij − τy (14)

で表される．したがって巨視的初期降伏曲面の法線方向
は

∂f

∂σij
= Bklmn

σmn

σij
pkl

= Bklijpkl (15)

となる．これと巨視的塑性ひずみ増分の向きをベクトル
的に扱って内積を計算すれば，法線性が確認できる．
図–7は介在物の長軸向き・結晶方向の代表向きとも

に均等に分布した場合を考え，介在物の長軸向きを θ =
0～ 170度の範囲で 10度刻みに与え，各 θに対して結
晶方向の代表向きをψ = 0～ 175度の範囲で 5度刻
みに与えた場合の巨視的初期降伏曲面で，図–8は降伏
曲面の法線方向と巨視的塑性ひずみ増分の内積の値であ
る．角に位置する b点と d点以外では内積が 1に近く法
線則はほぼ満足されている．その b点と d点についても
角の両側の降伏曲面の法線方向の中間的な向きとの内積
をとったものは×印となり，中間的にはそれほど大きく
法線性が崩れていない．

5. まとめ

増分型の森・田中理論を多種の介在物に対して一般化
した定式化を行った結果次のような知見を得た．

• 複数種類の介在物を考慮できる形に増分型の弾塑性
での定式化を拡張した．

• 介在物が均等に分布しているとき，補強効果が均等
にはたらくため巨視的降伏曲面は等方になる．

• 向きの違う複数種類の介在物が存在すると相互作用
により降伏曲面の大きさが変わることが分かった．

• 介在物が降伏する場合，巨視的降伏は最も先に降伏
する介在物の降伏で決定され，降伏曲面には角が生
まれる．

• 微視的にはすべりで降伏する場合にも形状に関して
は von-Misesの巨視的降伏曲面が得られることを
確認した．

• 巨視的な法線則はだいたい満たされており，角点に
おいては 2つの法線の中間方向を向くことを定量的
に確かめた．

• ランダムにすべりメカニズムを持つ介在物が分布
している場合の現象論的降伏の近似モデルは von-
Misesや関連流れ則でも可能であることを確認し
た．
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