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複合材料は高機能・高性能な材料として様々な分野で研究・開発が行なわれているが，その設計では
森・田中理論のような解析的な手法やHashin-Shtrikmanの上下界の利用は便利である．この森・田中
の手法を直接複合材料の境界値問題に適用できれば，構造物レベルでの複合材料の最適設計などが可能
になる．そこで本論文では有限要素法の材料則に森・田中の結果をそのまま用いた要素を定式化した．
それにより繊維補強コンクリート梁等の境界値問題の解析を行い，その要素の利用の可能性を示した．
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1. はじめに

コンクリートや繊維補強材等の複合材料の巨視的な挙
動は微視的なものの平均として現れている．平均化手法
には均質化法のような数値的なものもあるが，森・田中
理論1)はEshelbyのテンソルを通して介在物の形状も考
慮することができ，解析的に平均を求めることが可能な
場合がある点で優れている．しかしその理論はそのまま
では境界値問題には適用できない．そこで，有限要素の
材料則に森・田中の結果を用いれば，確率有限要素法の
適用や最適設計で材料開発を定めることが構造物のレ
ベルで可能になると考えた．また，剛性の上下界も予測
できるので，材料開発にも有用であると考えられる．こ
こでは平面ひずみ状態を例にして，いくつかの結果を示
す．

2. 平面ひずみ状態の森・田中有限要素

無限体である母材中に， 1種類の材料からなる相似な
形状の無数の介在物が，同じ方向を向いて不規則に分布
しているとき，複合材料の平均応力と平均ひずみ， σ̄，
ε̄の関係は文献2)にあるように森・田中の手法により

σ̄ = C̄ε̄ (1)

C̄ = Cm{Cm − (1− f)(Cm −Ci)S}−1

[Cm − (Cm −Ci){S − f(S − I)}] (2)

と表すことができる．ここに，SはEshelbyのテンソ
ル，Cm, Ciは母材，介在物の弾性係数テンソル， f は
介在物の体積比率， I は単位テンソルである．介在物の
形状は x3方向に無限に長い楕円柱介在物に限定し，そ
れを平面ひずみ状態として， x1 − x2平面において楕円
形状の介在物が存在する場合を考える．

3. 一様場の場合の挙動
(1) 直交異方性と横等方性

最も基本的な例として，正方形の領域が周囲で一様な
荷重を受けているときの挙動を検討し，本アプローチの
特性をまず明らかにする．正方形の領域を 400個の定ひ
ずみ三角形要素に分割する．各要素の剛性は式 (2)で与
えるが，要素毎に介在物の向きを変化させる．楕円柱介
在物の半径比を 1:5とし，その長軸の向きを x2方向に
対して対称にある範囲 φの中で乱数で与え，それをラン
ダムに 400の要素に割り当てた．つまり， φ = 0度の場
合はすべての介在物の長軸が x2方向を向き， φ = 180
度の場合はあらゆる方向にランダムに長軸方向が分布し
ている．図–1に正方形の変形から求まる平均的なコン
プライアンス D̄11と D̄22を示した．材料定数は図中に
示したとおりである． φ = 0度の場合はこの２つは同
じ値にはならず，直交異方性を明確に示している． φ =
180度ではこの 2つの値が一致し，対象としている材料
がこの x1 − x2平面で等方であることを示している．
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図–1 直交異方性と横等方性



(2) 上下界の予測

森・田中の手法では，構成材料のうちどちらを母材
と選ぶかによって異なる解が得られ，弾性の場合にはそ
の解がHashin-Shtrikmanの上下界に一致することがわ
かっている．したがって有限要素内で母材と介在物の役
割を交代させることにより，この上下界が求まる．前
節において介在物をランダムに並べた場合（φ = 180
度）のコンプライアンス D̄ij の上下界を求めてみる．複
合材料の母材の材料定数は前節と同じにした．楕円介
在物の半径比を 1:5, 1:100 とした場合のコンプライ
アンス D̄11 の上下界は図–2に示した．各コンプライ
アンス成分 D̄11, D̄22, D̄12, D̄66はともに半径比 1:1
の円柱の場合の上下界内側に位置しており，半径比を
1:5, 1:100と大きくするにつれて，内側に幅を狭めな
がら一本の線に収束する．実は森・田中の手法あるいは
Hashin-Shtrikmanの上下界は，楕円形状が細長くなる
と互いに近づいてしまう特性を持つ．これが手法の限界
とも考えられる．半径比 1:5でランダムに分布させた場
合は，巨視的には円柱の場合になりそうではあるが，上
記のように介在物との相互作用を強めに考慮してしまう
ためやや内側になっているものと考えられる．

また，半径比 1:100の場合の結果が f の小さい領域で
コンプライアンスの下界，つまり森・田中のオリジナル
の予測の逆の界に漸近しているのは興味深い． f が大き
い場合はその逆である．これはHillの self-consistent3)と
逆の傾向になっている．つまり，オリジナルの森・田中
の逆の界の予測とは，介在物との相互作用が非常に強い
場合を解いているのではないかと予測される．

4. 境界値問題の例

境界値問題の例として，図–3に示した炭素繊維で補
強されたコンクリート片持ち梁の解析を行なった．材
料定数，寸法，境界値条件，は図中に示したとおりであ
る．母材のみの場合に対して，体積比率 15％でランダ
ムな向きに入れた場合，水平方向に向けて入れた場合の
それぞれのたわみの上下界を図–4に示した．これはコ
ンクリートを炭素繊維で補強した場合に期待できる剛性
の範囲を表していると考えられる．また，介在物をラン
ダムな向きに入れるよりも，力学を考慮して水平方向に
入れたほうが剛性が大きくなっていることがわかる．

5. おわりに

森・田中の手法による材料則に従う有限要素の特性を
明らかにした上で，炭素繊維補強コンクリートを用いた
梁の有限要素解を求め，その可能性を示した．
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図–2 D̄11の上下界
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図–3 繊維補強コンクリート梁
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