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橋梁のように移動荷重を受ける構造物の設計において，着目点の影響線は必要不可欠な概念である．
有限要素モデルに対して影響線を求めるためには荷重作用範囲の節点数と同じ数の解析が必要となる．
Müller-Breslauの原理を有限要素解析に適用することも可能であるが，着目点に不連続変位を与えるため，
手間のかかるモデルの修正が必要となる．これに対し，著者らはモデルの修正が不要で汎用有限要素解析
コードへの実装が容易な影響線の解析手法を過去に提案した．本論文はこの手法を橋梁の解析モデルでよ
く用いられる平面シェル要素に適用する方法を提案する．単純な板曲げおよび鋼床版を有する鋼鈑桁橋の
モデル対して，提案手法により求められた影響線を通常の単位荷重による有限要素解析結果と比較するこ
とで提案手法の妥当性を確認した．
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1. はじめに

橋梁のように不確定な移動荷重を受ける構造物の
設計において影響線は必要不可欠な概念である．実
際に，設計においては，構造解析における断面力の
影響線が用いられる．格子解析とも呼ばれる骨組要
素による設計においては，単位荷重を載荷位置を変
えながら載荷する方法で近似的に影響線を求める方
法が用いられている．
一方で，連続体要素やシェル要素を用いた 3次元
有限要素モデルの影響線を単位荷重載荷で求めるた
めには，荷重の載荷位置を変化させた解析ケースが
床版面の節点数分必要になること，およびその結果
から着目点応答を荷重載荷位置と関連付ける処理を
行わなくてはならない．例えば，森ら1) は鋼床版の
疲労検討のために 3次元有限要素モデルの 1000点を
超える載荷位置に対する解析を行っている．同様の

目的で，横関ら2) や横山ら3) は単位荷重ではなくダ
ブルタイヤを模した接地面への等分布荷重位置を離
散的に移動させた有限要素解析を行っている．
一方，構造解析における影響線の解析手法として

知られるMüller-Breslauの原理は，有限要素モデルに
も適用可能である4)–6)．この方法では荷重位置を変
更する必要がなく，一つの着目点に対して一度の解
析を実行するだけでよく，着目点の応答を床版面に
関連付ける処理も不要であり，計算量を大幅に低減
することが可能である．しかし，原理的に内力に不
連続性を持たせる必要があるため，着目点を 2重節
点化する必要がある．この操作は，影響線を求めた
い着目点ごとに行う必要があり，改善の余地がある
と考える．Müller-Breslauの原理とは別なアプローチ
として，adjoint法に基づく影響線の解法も提案され
ている7), 8) が，汎用有限要素解析コードへの直接的
な実装には適していない9)．
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図-1 節点の板表面における変位の影響線の解析

これに対し，著者らは相反定理を有限要素離散化
した構造解析の問題に直接適用する影響線解析手法
を提案している10)．この方法は Müller-Breslau の原
理に基づく方法の利点を有し，かつ有限要素モデル
の修正が不要で汎用有限要素解析コードへの実装も
容易である．文献10) では連続体ソリッド要素のみに
対する定式化と検証例が述べられている．本論文で
は，この方法を基に，橋梁の有限要素モデルによく
利用されるシェル要素でモデル化された有限要素モ
デルの影響線解析を行うための定式化と具体的な方
法を述べることと，単位荷重に基づく結果との比較
によりその妥当性を示すことを目的とする．

2. 平面シェル要素における影響線の解析

平面シェル要素で離散化された有限要素モデルを
考える．平面シェル要素では，曲げの影響を考慮す
るために板表面におけるひずみや応力を求める必要
がある．以下では板表面における変位の影響線から，
板表面におけるひずみ・応力の影響線を求める方法
について順に述べる．

(1) 板表面における変位の影響線
まず，図-1に示すような有限要素モデルで，節点

𝑎 の板表面における 𝑥 方向変位 𝑢1
𝑎,surface の影響線を

求める方法について考える．図中の系 1と 2は同じ
有限要素モデルである．系 1には任意位置にある節
点 𝜉 に 𝑦方向単位荷重 𝑃1

𝜉 = 1が作用しており，系 2
には節点 𝑎 に 𝑥 方向荷重 𝑃2

𝑎 と 𝑦 軸まわり曲げモー
メント 𝑀2

𝑎 が作用している．節点 𝜉 の 𝑦方向の変位
を 𝑣𝜉 とし，節点 𝑎の 𝑥方向変位を 𝑢𝑎，𝑦軸まわり回
転角を 𝜃𝑎 とする．板厚を 𝑡 とすると，図中 ‘surface’
と示した 𝑧軸負の向きの板表面における変位 𝑢𝑎,surface

は

図-2 節点の板表面におけるひずみの影響線の解析

𝑢𝑎,surface = 𝑢𝑎 −
𝑡

2
𝜃𝑎 (1)

となる．このことと，相反定理

𝑢1
𝑎𝑃

2
𝑎 + 𝜃1

𝑎𝑀
2
𝑎 = 𝑣2

𝜉𝑃
1
𝜉 (2)

より，節点 𝑎に以下の荷重

𝑃2
𝑎 = 1, 𝑀2

𝑎 = −
𝑡

2
(3)

を与えたときの各節点の 𝑦方向変位が着目点 𝑎 の板
表面における変位 𝑢𝑎,surface の影響線となることが示
される．

(2) 板表面におけるひずみの影響線
変位の影響線が得られれば，文献10) で提案され
ている方法でひずみ・応力の影響線を求めることが
できる．例として，図-2に示すような有限要素モデ
ルで，節点 𝑏 の板表面における 𝑥 方向の垂直ひずみ
(𝜖𝑥)𝑏,surface の影響線を求める方法を述べる．簡単の
ため，要素はすべて辺長 ℓ の正方形で板厚 𝑡 の平面
シェル要素とする．これ以外の場合でも，有限要素
離散化を用いる限り任意点の変位は節点変位で表現
できることから，以下の手法は適用可能である．
系 1には任意位置にある節点 𝜉 に 𝑦方向単位荷重

𝑃1
𝜉 = 1が作用しており，系 2には節点 𝑏の 𝑥 方向に
隣接する節点 𝑎と 𝑐に 𝑥方向荷重 𝑃2

𝑎, 𝑃2
𝑐，𝑦軸まわり

曲げモーメント 𝑀2
𝑎, 𝑀2

𝑐 が作用している．節点 𝜉 の
𝑦方向の変位を 𝑣𝜉 とし，節点 𝑎, 𝑐の 𝑥 方向の変位を
𝑢𝑎, 𝑢𝑐，𝑦軸まわりの回転角を 𝜃𝑎, 𝜃𝑐 とする．系 1と
2に相反定理を適用すると

𝑢1
𝑎𝑃

2
𝑎 + 𝜃1

𝑎𝑀
2
𝑎 + 𝑢

1
𝑐𝑃

2
𝑐 + 𝜃1

𝑐𝑀
2
𝑐 = 𝑣2

𝜉𝑃
1
𝜉 (4)

が成立する．したがって，節点 𝑎, 𝑐 の荷重および
モーメントを

𝑀2
𝑐 = −𝑀2

𝑎 = −
𝑡

4ℓ

𝑃2
𝑐 = −𝑃2

𝑎 =
1
2ℓ

(5)
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図-3 節点の板表面における応力の影響線の解析

とすると，相反定理 (4)は式 (1)より

𝑢1
𝑐,surface − 𝑢1

𝑎,surface

2ℓ
= 𝑣2

𝜉 (6)

となり，上式の左辺を節点 𝑏 におけるひずみとみな
すと式 (5)の荷重を載荷した系 2の各節点の 𝑦 方向
変位が節点 𝑏 の板表面における 𝑥 方向垂直ひずみ
(𝜖𝑥)𝑏,surfaceの影響線となる．

(3) 板表面における応力の影響線
平板の問題は平面応力状態であり，その構成関係
は垂直応力を 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦，せん断応力を 𝜏𝑥𝑦，垂直ひずみ
を 𝜖𝑥 , 𝜖𝑦，せん断ひずみを 𝛾𝑥𝑦 とすると
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である．ここに，𝐸 は Young率，𝜈は Poisson比であ
る．したがって，垂直応力の影響線を得るためには
2成分の垂直ひずみの影響線が必要となる．
ここで，前節で考えた有限要素モデルで，節点 𝑏

の板表面における 𝑥 方向の垂直応力 (𝜎𝑥)𝑏,surface の影
響線を求める方法を考える．前節で 𝑥 方向の垂直ひ
ずみ (𝜖𝑥)𝑏,surface の影響線を求めるには，着目点の 𝑥

方向に隣り合う節点の変位の影響線を組み合わせれ
ばよいことがわかった．したがって，2方向の垂直
ひずみの影響線を組み合わせることにより垂直応力
の影響線を求めることができる．そこで，図-3に示
すように，着目点の 𝑥 方向および 𝑦方向に隣り合う
節点に荷重および曲げモーメントが作用した状況を
考える．
系 1には任意位置にある節点 𝜉 に 𝑦方向単位荷重

𝑃1
𝜉 = 1が作用している．系 2には節点 𝑏の 𝑥 方向に
隣接する節点 𝑎と 𝑐に 𝑥方向荷重 𝑃2

𝑎, 𝑃2
𝑐，𝑦軸まわり

曲げモーメント 𝑀2
𝑎, 𝑀2

𝑐 が作用しており，節点 𝑏 の
𝑦 方向に隣接する節点 𝑑 と 𝑓 に 𝑦 方向荷重 𝑃2

𝑑 , 𝑃2
𝑓，

𝑥 軸まわり曲げモーメント 𝑀2
𝑑 , 𝑀2

𝑓 が作用している．

図-4 4辺単純支持板

節点 𝜉 の 𝑦方向の変位を 𝑣𝜉 とし，節点 𝑎, 𝑐の 𝑥方向
の変位を 𝑢𝑎, 𝑢𝑐，𝑦軸まわりの回転角を 𝜃𝑎, 𝜃𝑐，節点
𝑑, 𝑓 の 𝑦方向の変位を 𝑢𝑑 , 𝑢 𝑓，𝑥軸まわりの回転角を
𝜃𝑑 , 𝜃 𝑓 とする．系 1と 2に相反定理を適用すると

𝑢1
𝑎𝑃

2
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を得る．したがって
2
𝑡
𝑀2

𝑎 = −
2
𝑡
𝑀2

𝑐 = −𝑃2
𝑎 = 𝑃2
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−
2
𝑡
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𝑑 =
2
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𝑀2

𝑓 = −𝑃2
𝑑 = 𝑃2

𝑓 =
𝜈𝐸

2ℓ(1 − 𝜈2)

(9)

とすると，相反定理 (8)は式 (1)より

𝑢1
𝑐,surface − 𝑢1

𝑎,surface

2ℓ
𝐸

(1 − 𝜈2)

+
𝑢1
𝑓 ,surface − 𝑢1

𝑑,surface

2ℓ
𝜈𝐸

(1 − 𝜈2)
= 𝑣2

𝜉

(10)

となる．上式は，式 (7)に示した平面応力の構成関係
を考慮すると
𝐸 (𝜖𝑥)𝑏,surface

(1 − 𝜈2)
+
𝜈𝐸 (𝜖𝑦)𝑏,surface

(1 − 𝜈2)
= (𝜎𝑥)𝑏,surface = 𝑣2

𝜉 (11)

となり，式 (9) の荷重を載荷した系 2 の各節点の 𝑦

方向変位が節点 𝑏 の板表面における 𝑥 方向垂直応力
(𝜎𝑥)𝑏,surfaceの影響線となる．

3. 4辺単純支持板の影響線

図-4 に示す 4 辺単純支持板を対象として，本手
法による影響線の値を従来法である単位荷重による
応答と比較することで本手法の妥当性を確認する．
板の大きさは 1.0 m × 1.5 m，板厚は 0.01 m，材料は
Young 率 𝐸 = 2.0 × 1011 N/m2，Poisson 比 𝜈 = 0.3 の
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図-5 着目点付近の要素と節点の配置

等方弾性体とした．図中，side 1および 3で 𝑥, 𝑦, 𝑧方
向変位と 𝑥 軸まわり回転を拘束し，side 2 および 4
で 𝑥, 𝑦, 𝑧 方向変位と 𝑦 軸まわり回転を拘束した．平
板の左上の板厚中心を座標系の原点とし，着目点を
𝑥 = 0.5 m, 𝑦 = 0.25 m，𝑧 = −0.005 mの位置とする．
解析対象を 4 辺形双一次アイソパラメトリッ

ク平面シェル要素で分割しモデル化した．要素は
0.01 m × 0.01 mの正方形とし，総要素数は 15,000要
素である．

(1) ひずみの影響線
2(2)で述べたように，図-5に示す着目点付近の節

点に式 (5)のとおり，それぞれ以下の 𝑥方向荷重

𝑃𝑐 = −𝑃𝑎 =
1
2ℓ

= 50 m−1 (12)

および 𝑦軸まわりモーメント

−𝑀𝑐 = 𝑀𝑎 =
𝑡

4ℓ
= −0.25 (13)

を与えれば，そのときの各節点の変位が着目点であ
る節点 𝑏 の 𝑥 方向垂直ひずみの影響線となる．ここ
で，ℓは要素長，𝑡 は板厚であり，𝑃𝛼，𝑀𝛼 はそれぞ
れ節点 𝛼における 𝑥 方向荷重および 𝑦軸まわり外力
モーメントである．
この解析によって得られた結果から，平板面の 𝑧

方向変位，すなわち着目点の 𝑥 方向垂直ひずみの影
響線コンターを図-6に示す．この結果の妥当性を確
認するために，図-4に示す A, B, Cの 3点を参照点
として選び，通常の単位荷重載荷の解析を行い，着
目点ひずみとの比較を行う．参照点の座標と参照点
に単位荷重を載荷したときの着目点ひずみと，本手
法による参照点における影響線の値を表-1にまとめ
る．表中の相対差は

相対差 =
本手法による解 −単位荷重による解

単位荷重による解
(14)

と定義した．表にある通り，本手法は単位荷重を載
荷する通常の解法による解と比較し，10−3%程度の
精度で一致している．

図-6 4辺単純支持板の 𝑥方向垂直ひずみの影響線

表-1 4辺単純支持板の 𝑥方向垂直ひずみの影響線 (1/N)

荷重位置 A B C
座標 (𝑥, 𝑦) (0.5, 0.1) (0.3, 0.25) (0.3, 0.5)
本手法
(×10−8)

−1.85287 −0.40152 −1.16940

単位荷重
(×10−8)

−1.85287 −0.40153 −1.16940

相対差% 6.7 × 10−5 1.5 × 10−3 −2.6 × 10−4

図-7 4辺単純支持板の 𝑥方向垂直応力の影響線

(2) 応力の影響線
2(3)で述べたように，図-5に示す着目点付近の節

点に式 (9)のとおり，それぞれ以下の 𝑥方向荷重

(𝑃𝑥)𝑐 = −(𝑃𝑥)𝑎 =
𝐸

2ℓ(1 − 𝜈2)
= 1.09890 × 1013 N/m3

(15)
𝑦軸まわりモーメント

−(𝑀𝑦)𝑐 = (𝑀𝑦)𝑎 =
𝑡𝐸

4ℓ(1 − 𝜈2)

𝑡

4ℓ
= 5.49451×1010 N/m2

(16)
𝑦方向荷重

(𝑃𝑦) 𝑓 = −(𝑃𝑦)𝑑 =
𝜈𝐸

2ℓ(1 − 𝜈2)
= 3.29670 × 1012 N/m3

(17)
𝑥軸まわりモーメント

(𝑀𝑥) 𝑓 = −(𝑀𝑥)𝑑 =
𝜈𝑡𝐸

4ℓ(1 − 𝜈2)
= 1.64835 × 1010 N/m2

(18)
を与えれば，そのときの各節点の変位が着目点であ
る節点 𝑏の 𝑥方向垂直応力の影響線となる．ここで，
(𝑃𝛽)𝛼, (𝑀𝛽)𝛼 はそれぞれ節点 𝛼における 𝛽方向荷重
および 𝛽軸まわり外力モーメントである．
この解析によって得られた結果から，平板面の 𝑧
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図-8 解析モデルの側面図

図-9 解析モデルの断面図（A-A断面）

方向変位，すなわち着目点の 𝑥 方向垂直応力の影響
線コンターを図-7に示す．この結果の妥当性を確認
するために，図-4に示す参照点 A, B, Cに通常の単
位荷重載荷の解析を行い，着目点応力との比較を行
う．各参照点に単位荷重を載荷したときの着目点応
力と，本手法による参照点における影響線の値を表
-2にまとめる．表にある通り，本手法は単位荷重を
載荷する通常の解法による解と比較し，10−1%程度
の精度で一致している．

4. 鋼床版を有する鋼鈑桁橋の影響線

鋼床版を有する鋼鈑桁橋の部分モデルを用いて，
提案する影響線の解析手法の妥当性を通常の有限要
素解析結果と比較することで確認する．

(1) 解析対象と有限要素モデル
文献3) で用いられた鋼床版の改良モデルを解析対

象とする．図-8と図-9に示すように，対象構造は 3
本の主桁と 3本の横リブからなる部分モデルである．

表-2 4辺単純支持板の 𝑥方向垂直応力の影響線 (1/m2)

荷重位置 A B C
本手法
(×103)

−5.10004 −2.88951 −3.40096

単位荷重
(×103)

−5.09538 −2.90474 −3.39907

相対差% −9.1 × 10−2 5.2 × 10−1 −5.5 × 10−2

図-10 溶接部の板厚11)

主桁の諸元は，ウエブ高 1,000 mm，ウェブ厚 9 mm，
下フランジ幅 300 mm，下フランジ厚 16 mmである．
横リブの諸元は，横リブ高 600 mm，ウェブ厚 12 mm，
フランジ幅 200 mm，フランジ厚 12 mmである．縦リ
ブは平リブとし，横リブとの交差部は全周溶接されて
いる．それぞれの縦リブサイズは P1，P2，P11∼P14，
P23，P24は 304 mm × 19mm，P3，P4，P9，P10，P15，
P16，P21，P22は 275 mm × 19 mm，P5∼P8，P17∼P20
は 256 mm × 16 mmである．主桁と主桁隣接縦リブ
との間隔は 240 mm，それ以外の縦リブ間隔はすべて
320 mmである．デッキプレート厚は 16 mmである．
材料は均質で Young率 𝐸 = 2× 105 N/mm2，Poisson

比 𝜈 = 0.3の等方線形弾性体とし，すべての部材を 4
辺形双一次アイソパラメトリック平面シェル要素で
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図-11 着目溶接部の板厚設定（横リブ厚=12mm，縦リブ
厚=16mm）

図-12 鋼床版を有する鋼鈑桁橋の有限要素モデル

モデル化した．このとき，総要素数は 1,216,498，総
節点数は 1,215,775 となった．溶接部近傍のモデル
化は既往の検討11) を参考に溶接部の板厚を増厚し，
ビードによる剛性の変化を再現した．着目溶接部近
傍のモデル化要領を図-10に，実際の板厚設定の一
例を図-11に示す．
橋軸方向を 𝑥 軸，橋軸直角水平方向を 𝑦軸，鉛直
下向きを 𝑧 軸とする．図-12に示すように，横リブ
YR1 および YR3 の直下を支点とし，主桁の下フラ
ンジの 𝑧 方向変位を線状に拘束した．そのうち主桁
G1のウェブ下端と横リブ YR1との交点の 𝑥, 𝑦 方向
変位，主桁 G1のウェブ下端と横リブ YR3との交点
の 𝑦方向変位も拘束し，モデル全体の剛体運動を拘
束した．

(2) 着目点と荷重の設定
着目点は主桁 G2に隣接する縦リブ P12と横リブ

YR2との交差部近傍に位置する 2点とした．この点
は文献3) において疲労照査を行っている点である．
図-13に着目点 1, 2を赤丸で示した．これらの着目
点において，横リブ YR1側板表面の溶接止端直角方
向垂直応力の影響線を求める．平面応力状態の構成
関係を考慮して，節点に与える荷重は以下に示すよ

図-13 縦リブ P12と横リブ YR2との交差部近傍における
着目点

図-14 着目点 1付近の要素分割の様子

うに設定した．
着目点 1 付近の有限要素モデルを図-14 に示す．

着目点 1においては溶接止端直角方向は 𝑧 方向に等
しい．ここに，𝑎 𝑓 間の長さを ℓ𝑧，𝑐 𝑓 間の長さを ℓ𝑦

とすると

ℓ𝑦 = 2.37500 mm, ℓ𝑧 = 2.40000 mm (19)

であり，𝑓 𝑏は ℓ𝑧，𝑓 𝑑は ℓ𝑦に等しい．横リブ YR2の
板厚を 𝑡 = 12 mmとして式 (9)から，節点 𝑎, 𝑏に 𝑧方
向荷重 𝑃𝑧 と 𝑦軸まわりモーメント 𝑀𝑦，節点 𝑐, 𝑑 に
𝑦方向荷重 𝑃𝑦 と 𝑧軸まわりモーメント 𝑀𝑧 を

−
2
𝑡
(𝑀𝑦)𝑎 =

2
𝑡
(𝑀𝑦)𝑏 = −(𝑃𝑧)𝑎 = (𝑃𝑧)𝑏

=
𝐸

2ℓ𝑧 (1 − 𝜈2)
= 4.57876 × 104 N/mm3

2
𝑡
(𝑀𝑧)𝑐 = −

2
𝑡
(𝑀𝑧)𝑑 = −(𝑃𝑦)𝑐 = (𝑃𝑦)𝑑

=
𝜈𝐸

2ℓ𝑦 (1 − 𝜈2)
= 1.38809 × 104 N/mm3

(20)

と与えれば，そのときの各節点の変位が着目点 1の
横リブ YR1側板表面における溶接止端直角方向垂直
応力の影響線となる．
着目点 2 付近の有限要素モデルを図-15 に示す．

溶接止端直角方向を 𝑠 軸，溶接止端方向を 𝑡 軸と新
たに定義する．図中 𝑎 𝑓， 𝑓 𝑏は 𝑠軸と平行であるが，
𝑐 𝑓， 𝑓 𝑔は 𝑡 軸と平行ではない．そこで，節点 𝑓 から
𝑡 方向に伸ばした直線と隣接する要素辺との交点を
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図-15 着目点 2付近の要素分割の様子

𝑖, 𝑗 とし，点 𝑎, 𝑓 , 𝑏, 𝑖, 𝑗 に対して 2(3) で述べた荷重
を適用することで応力の影響線を求める．なお，点
𝑖 の変位は節点 𝑐, 𝑑 の変位から，点 𝑗 の変位は節点
𝑔, ℎ の変位から有限要素離散化に基づき重み付き平
均で表せるので，荷重は節点 𝑐, 𝑑 および節点 𝑔, ℎに
与えるものとする．𝑎 𝑓 , 𝑖 𝑓 , 𝑐𝑖, 𝑖𝑑 間の長さをそれぞれ
ℓ𝑠 , ℓ𝑡 , ℓ1, ℓ2とすると，

ℓ𝑠 = 2.40000 mm, ℓ𝑡 = 2.54608 mm,

ℓ1 = 0.250767 mm, ℓ2 = 2.14923 mm
(21)

であり， 𝑓 𝑏は ℓ𝑠， 𝑓 𝑗 は ℓ𝑡，𝑔 𝑗 は ℓ1，𝑗 ℎは ℓ2に等し
い．横リブ YR2の板厚を 𝑡 = 12 mmとして節点 𝑎, 𝑏

に 𝑠 方向荷重 𝑃𝑠 と 𝑡 軸まわりモーメント 𝑀𝑡，節点
𝑐, 𝑑, 𝑔, ℎに 𝑡方向荷重 𝑃𝑡 と 𝑠軸まわりモーメント 𝑀𝑠

を

−
2
𝑡
(𝑀𝑡 )𝑎 =

2
𝑡
(𝑀𝑡 )𝑏 = −(𝑃𝑠)𝑎 = (𝑃𝑠)𝑏

=
𝐸

2ℓ𝑠 (1 − 𝜈2)
= 4.57876 × 104 N/mm3

2
𝑡
(𝑀𝑠)𝑐 = −

2
𝑡
(𝑀𝑠)𝑔 = −(𝑃𝑡 )𝑐 = (𝑃𝑡 )𝑔

=
ℓ2

ℓ1 + ℓ2
·

𝜈𝐸

2ℓ𝑡 (1 − 𝜈2)
= 1.15953 × 104 N/mm3

2
𝑡
(𝑀𝑠)𝑑 = −

2
𝑡
(𝑀𝑠)ℎ = −(𝑃𝑡 )𝑑 = (𝑃𝑡 )ℎ

=
ℓ1

ℓ1 + ℓ2
·

𝜈𝐸

2ℓ𝑡 (1 − 𝜈2)
= 1.35290 × 103 N/mm3

(22)
と与えれば，これらの荷重に対する各節点の変位が
着目点 2の横リブ YR1側板表面における溶接止端直
角方向垂直応力の影響線となる．

(3) 本手法による影響線と妥当性の検証
この解析によって得られた結果から，床版上面の

𝑧方向変位，すなわち着目点 1および 2の溶接止端直
角方向垂直応力の影響線コンターをそれぞれ図-16,
17に示す．図には主桁，横リブおよび縦リブ P12の
位置も示している．これらの図は影響線の値の 2次
元的な分布を示しており，橋軸直角方向位置を固定
し 1次元的に見た分布が輪荷重通過時の応力変動と

図-16 床版上面での着目点 1の応力影響線

図-17 床版上面での着目点 2の応力影響線

なる．
提案手法の妥当性を確認するために，図-16, 17に
示す A, B, Cの 3点を参照点として選び，通常の単位
荷重載荷の解析を行い，着目点応力との比較を行う．
各参照点に単位荷重を載荷したときの着目点応力と，
本手法による参照点における影響線の値を表-3, 4に
示す．両者の差は絶対差

表-3 提案手法と単位荷重による着目点 1の応力の比較

参照点 A B C
本手法

(×10−4/mm2)
−0.27947 0.02465 −5.05347

単位荷重
(×10−4/mm2)

−0.28336 0.02679 −5.05481

絶対差
(×10−7/mm2)

3.89 −2.14 1.34

相対差% −1.4 −8.0 −2.7 × 10−2

表-4 提案手法と単位荷重による着目点 2の応力の比較

参照点 A B C
本手法

(×10−4/mm2)
1.31177 −1.04516 −6.59335

単位荷重
(×10−4/mm2)

1.31165 −1.04311 −6.59228

絶対差
(×10−7/mm2)

0.12 −2.05 −1.07

相対差% 9.1 × 10−3 2.0 × 10−1 1.6 × 10−2
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絶対差 =本手法による解 −単位荷重による解 (23)

と式 (14)で定義した相対差で比較する．表-3, 4にあ
る通り，本手法は単位荷重を載荷する通常の解法に
よる解と比較し，10−1%程度の精度で一致している．
着目点 1の参照点 A，Bにおける相対差は他と比較し
て大きくなっているが，応力の値そのものが他と比
べて小さいためであり，絶対差は他と同程度である．

5. おわりに

著者らが提案したモデルの修正が不要な有限要素
モデルに対する影響線解析手法10) を基に，平面シェ
ル要素でモデル化された有限要素モデルの影響線を
求める方法を提案した．本手法によれば，従来の単
位荷重による方法のように，単位荷重の載荷位置を
変更し多数回の解析を行う必要がなく，一つの着目
点に対して一度の解析を実行するだけでよく，着目
点の応答を床版面に関連付ける処理も不要であり，
計算量を大幅に低減することが可能である．また，
従来の Müller-Breslauの原理に基づく方法と異なり，
2重節点化のモデル修正が不要であるため，従来法
よりも効率よく影響線を解析することができる．本
提案手法において影響線の解析のためにモデルに与
える荷重は，要素長・要素厚さと材料定数から容易
に設定できることから，汎用有限要素解析コードへ
の実装も容易である．

4辺単純支持板を対象として単位荷重に対する応
答を求め，本手法によるひずみ，あるいは応力の影
響線の値と比較した．両者の差は最大でも 10−1%程
度であり，本手法の妥当性を確認することができた．
また，鋼床版を有する鋼鈑桁橋のモデルにおいても
単位荷重による解との比較を行った．このときの着
目点付近は鋼床版横リブの縦リブとの溶接部付近で
あり，要素形状が長方形ではない溶接止端直角方向の
応力の影響線解析を行った．その結果，影響線の値
が周囲に比べて極めて小さい参照点を除いて 10−1%
程度で単位荷重による解と一致した．以上のように，
従来法と同じ結果を少ない解析コストで得ることが
できるので，本手法は有限要素解析を利用した鋼橋
の応力照査の効率化に貢献できると考える．
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APPLICATION OF INFLUENCE LINE ANALYSIS WITHOUT MODEL
MODIFICATION TO PLANAR SHELL ELEMENT

Isao SAIKI, Ryohei MITSUI, Kaoru YOKOYAMA, Toshimitsu SUZUKI
and Tsuyoshi HASHIMOTO

In the design of structures subjected to moving loads, such as bridges, the influence line is indispensable.
The same number of analyses as the number of nodes on the surface to which the load is possibly applied
is required to obtain the influence line for finite element models. The Müller-Breslau principle, when used
in finite element analysis, necessitates intricate model modification for introducing discontinuous displace-
ments at the point of interest. To solve this problem, we proposed an influence line analysis method that can
be effortlessly incorporated into standard finite element codes without necessitating model modifications.
In this paper, we introduce a method for applying this technique to shell elements, which are commonly
used in bridge finite element models.
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