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道路橋示方書では，せん断遅れによる付加的な応力を有効幅を用いて見かけ上の曲げ剛性を小さくする
ことで考慮している. しかしせん断遅れは曲げではなく,せん断変形に起因する断面変形によって生じるこ
とが分かっている．これまでにせん断による断面変形の自由度を持つ梁理論が提案され，この断面変形梁
理論では 3つの断面パラメタを導入することでせん断遅れによる断面変形，ひいてはせん断遅れによる付
加的な応力を高精度に求めることができる．しかし，断面パラメタの決定には代表体積要素の有限要素解
析を行う必要がある．本研究ではせん断遅れによる付加的な応力を簡易的かつ高精度で算定するために，
有限要素解析の代わりに機械学習を用いた断面パラメタの推定法を提案する．提案手法を用いた付加的な
ひずみの精度を複数の検証用データで評価し，相対差が平均値 0.02%，標準偏差 0.2%程度であることを確
認した．

Key Words: shear lag, machine learning, Gaussian process regression, cross-section deformation, ho-
mogenized beam theory

1. はじめに

幅広フランジを持つ梁のフランジにおける曲げ応
力の橋軸直角方向分布は，せん断遅れのために一様
ではなく，ウェブ上の曲げ応力は初等梁理論よりも
大きくなる．鋼桁以外では，吊橋や斜張橋の鋼製主
塔および鋼製橋脚などの薄肉箱形断面部材で構成さ
れたラーメン構造において，梁部材と柱部材との剛
結合部分でせん断遅れが顕著に現れる1)．橋梁の設
計においては応力の照査が主となることから，鋼桁
の最大応力の近似値を得るために，フランジ幅を実
際より狭い有効幅に置き換えて，見掛け上の曲げ剛
性を小さくすることでせん断遅れが考慮される2)．
有効幅はフランジ幅と支間長の関数として定めら

れている．しかし，せん断遅れに影響を与えるのは
フランジ幅と支間長だけではない3) と考えられ，せ
ん断遅れを考慮して応力を求める手法が検討されて
いる．近年では，3次元有限要素解析によるパラメ

トリックスタディから有効幅を推定する試みも行わ
れている4)．
一方，有効幅を用いずにせん断遅れの影響を直接
評価する試みとして，奥村・石沢5) は，面内力を級
数展開して解析的にせん断遅れによる応力を推定し
ている．また，Reissner6) は梁理論を拡張し，せん断
遅れ変形を直接取り入れたせん断遅れの解析手法を
提案している．この手法では，箱断面梁の橋軸方向
変位の橋軸直角方向分布を二次関数で仮定しており，
薄いフランジを有する箱断面では良い精度で応力分
布を評価できる．箱断面のように断面を限定すれば，
上記のような解析的手法は有効であるが，任意形状
の断面に対して適用することはできない．
断面の制約を受けずにせん断遅れの解析を行うた
めに，せん断遅れ変位分布の過程を設けず梁の代表体
積要素の一様せん断変形7) からせん断遅れ変形モー
ドを梁理論に組み込む半解析的手法が提案されてい
る8)9)．また，せん断遅れの自由度を付加した梁要素
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の提案もなされている10)．加えて，梁の横せん断変
形をせん断遅れと同様に独立な自由度として加えた
梁理論が提案され11)，その後，せん断遅れと横せん
断による断面変形を統一的に考慮した梁理論が提案
された12)（以後，断面変形梁理論と呼ぶ）．この手法
では，代表体積要素に一様せん断変形を与えたとき
の軸方向変位をそのまま断面変形モード 𝑓 として用
いている．この梁理論によりせん断変形に起因する
断面変形を考慮することで断面内の応力分布をより
正確に評価できることが示されている．
断面変形梁理論を設計に適用しようとすると，断

面変形モード 𝑓 によって定義される断面パラメタ
を算定する必要がある．そのため，設計変更の度に
代表体積要素の解析が必要となる．代表体積要素の
解析にはモデル作成の手間がかかるため，この工程
をできる限り簡便化したいと考えた．そこで本論文
では，代表体積要素の解析を行い断面変形モード 𝑓

を求める代わりに，機械学習を用いて断面パラメタ
を直接的に推定する手法を提案し，せん断遅れによ
る付加的な応力の簡便かつ高精度な評価手法を提案
する．

2. 断面変形を考慮した梁理論

この章では，梁のせん断遅れ変形と横せん断変形
による断面変形を統一的に考慮可能な梁理論12) の概
要を示す．まず，支配方程式および境界値問題の解
析解の一例を示し，次に 3つの断面パラメタのうち
独立なパラメタが 2つであることを示す．

(1) 支配方程式
図-1 に示すような長さ ℓ の長さ方向に一様な任

意形状断面の梁を解析対象とし，梁軸方向を 𝑥1，梁
軸直角水平方向を 𝑥2，鉛直方向を 𝑥3 とする正規直
交座標系を設定する．解析対象の梁軸方向領域を
𝐿 = {𝑥1 | 0 ≤ 𝑥1 ≤ ℓ }，断面の領域を 𝐴とする．また，
断面に 𝑥2軸周りの曲げのみが作用したときの中立軸
と，𝑥3 軸周りの曲げのみが作用したときの中立軸の
交点を 𝑥2，𝑥3の原点とする．
任意形状断面の全断面領域において，せん断遅れ

に起因する軸方向変位と横せん断に起因する軸方向
変位の両者を統合した断面変形の変位場を 𝑓 (𝑥2, 𝑥3)
とする．断面の回転を 𝜃 (𝑥1)，断面変形の大きさを
𝑔(𝑥1)とすると，梁の軸 (𝑥1)方向変位場は

𝑢1 = 𝑥3𝜃 (𝑥1) + 𝑓 (𝑥2, 𝑥3) 𝑔(𝑥1) (1)

と表すことができる．断面の平均的な横せん断変形

x1

x2
x3

A

図-1 解析対象と座標・領域の設定

�̃�を断面の回転とたわみ角の差として

�̃�(𝑥1) := 𝜃 (𝑥1) − (−𝑢′3) (2)

と定義する．ここに :=は定義，(·)′ は 𝑥1に関する導
関数を表す．また，軸方向と直交する 2方向の変位
場 𝑢2，𝑢3は通常の梁理論と同様に断面内で一定とす
ると，変位場から導かれるひずみは

𝜖11 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
= 𝑥3𝜃

′ + 𝑓 𝑔′ (3)

𝛾12 =

(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
+ 𝜕𝑢2

𝜕𝑥1

)
= 𝑓,2 𝑔 (4)

𝛾13 =

(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
+ 𝜕𝑢3

𝜕𝑥1

)
= �̃� + 𝑓,3 𝑔 (5)

となる．(·),𝑖 は 𝑥𝑖 に関する偏導関数を表す．以上を
考慮すると仮想仕事の原理から支配方程式

𝐾b𝜃
′′′ + 𝑞 = 0 (6)

−𝐾b𝜃
′′ + 𝐾s�̃� + 𝑅4𝑔 = 0 (7)

−𝑅2𝑔
′′ + 𝑅4�̃� + 𝑅3𝑔 = 0 (8)

を得る．ここに 𝑞は 𝑥3方向の分布荷重である．また
𝐾b，𝐾sはそれぞれ合成断面の曲げ剛性およびせん断
剛性，𝑅𝑖 は断面変形に関するパラメタであり，

𝐾b :=
∫
𝐴
𝐸 (𝑥3)2 d𝐴, 𝐾s :=

∫
𝐴
𝐺 d𝐴,

𝑅2 :=
∫
𝐴
𝐸 𝑓 2 d𝐴,

𝑅3 :=
∫
𝐴
𝐺

{
( 𝑓,2)2 + ( 𝑓,3)2} d𝐴, 𝑅4 :=

∫
𝐴
𝐺 𝑓,3 d𝐴

(9)
と定義した．𝐸，𝐺 はそれぞれ Young率，せん断弾
性係数である．以後 𝑅𝑖 を断面パラメタと呼ぶ．

(2) 等分布荷重を受ける単純梁の解析解
例として，図-2に示す単純支持の梁に等分布荷重
を与えた境界値問題の解析解12)を示す．
𝑀 (𝑥1) を曲げモーメント，𝐷 (𝑥1)を
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𝐷 :=
∫
𝐴
𝑓 𝜎11 d𝐴 =

∫
𝐴
𝐸𝜖11 𝑓 d𝐴

=
∫
𝐴
𝐸

{
𝑓 𝑥3𝜃 + 𝑓 2𝑔′

}
d𝐴 = 𝑅2𝑔

′
(10)

と表される断面変形に関する一般化力と定義する．
単純支持の境界条件はこれらを用いて

𝑀 (0) = 0, 𝑀 (ℓ) = 0,
𝑢3 (0) = 0, 𝑢3 (ℓ) = 0,
𝐷 (0) = 0, 𝐷 (ℓ) = 0

(11)

と表される．最後の 2 式は支点で断面変形の拘束
がないことを意味する．実際の箱桁では支点等に設
置されるダイアフラムによって断面変形が弾性的に
拘束されるが，精度検証のため，本手法・参照解と
も同条件で断面変形の拘束はないものとして解析を
行った．
境界条件のもとでの支配方程式の解は

𝑔 = 𝑐1𝑒
𝑘𝑥1 + 𝑐2𝑒

−𝑘𝑥1 + 𝑞𝑅4

𝑘2𝐾s𝑅2

(
𝑥1 −

ℓ

2

)
(12)

𝜃 =
𝑞

𝐾b

(
ℓ𝑥2

1
4

−
𝑥3

1
6

+ 𝑐3

)
(13)

𝑢3 =
𝑞

𝐾b

(
𝑥4

1
24

−
ℓ𝑥3

1
12

− 𝑐3𝑥1

)
+ 𝑞

𝐾seq

(
ℓ𝑥1

2
−
𝑥2

1
2

)
− 𝑅4

𝑘𝐾s

(
𝑐1𝑒

𝑘𝑥1 − 𝑐2𝑒
−𝑘𝑥1

)
+ 𝑐4

(14)
である．𝑐𝑖 は積分定数であり

𝑐1 = − 𝑞𝑅4

𝐾s𝑅2𝑘3 (
𝑒𝑘ℓ + 1

) , 𝑐2 =
𝑞𝑅4𝑒

𝑘ℓ

𝐾s𝑅2𝑘3 (
𝑒𝑘ℓ + 1

)
𝑐3 = − ℓ

3

24
, 𝑐4 = − 𝑞(𝑅4)2

𝑘4 (𝐾s)2𝑅2
(15)

である．また

𝑘2 :=
𝑅3

𝑅2
− (𝑅4)2

𝐾s𝑅2
(16)

𝐾seq := 𝐾s −
(𝑅4)2

𝑅3
(17)

と定義した．式 (12)と式 (13)を式 (1)に代入すると

𝑢1 =
𝑞𝑥3

𝐾b

(
ℓ𝑥2

1
4

−
𝑥3

1
6

+ 𝑐3

)
+ 𝑓

{
𝑐1𝑒

𝑘𝑥1 + 𝑐2𝑒
−𝑘𝑥1 + 𝑞𝑅4

𝑘2𝐾s𝑅2

(
𝑥1 −

ℓ

2

)} (18)

となる．上式を式 (3)に代入すると

𝜖11 =
𝑞𝑥3

𝐾b

(
ℓ𝑥1

2
−
𝑥2

1
2

)
+ 𝑓

(
𝑘𝑐1𝑒

𝑘𝑥1 − 𝑘𝑐2𝑒
−𝑘𝑥1 + 𝑞𝑅4

𝑘2𝐾s𝑅2

) (19)

x

q

1

図-2 等分布荷重を受ける単純梁

b

h
tw

tf

図-3 箱断面

となる．積分定数を式 (19)に代入すると，

𝜖11 =
𝑞𝑥3

𝐾b

(
ℓ𝑥1

2
−
𝑥2

1
2

)
+ 𝑞 𝑓

𝐾seq

e− 𝑘ℓ
2 e𝑘𝑥1 + e 𝑘ℓ

2 e−𝑘𝑥1

e 𝑘ℓ
2 + e− 𝑘ℓ

2
− 𝑞 𝑓

𝐾seq
　

(20)

と表せる．右辺の第 1 項は Euler-Bernoulli 梁の曲げ
によるひずみ，第 2項以降が断面変形に起因する付
加的なひずみである．式 (20)に示すように，付加的
な軸ひずみは 𝑓 /𝐾seqと 𝑘 によって決定される．
例として，図-3に示す均質箱断面について軸方向
ひずみを計算する．𝑏 は断面の幅，ℎは断面の高さ，
𝑡 𝑓 はフランジ厚，𝑡𝑤 はウェブ厚を表す．ここでは
𝑏 = 3.87 m，ℎ = 3.60 m，𝑡 𝑓 = 0.07 m，𝑡𝑤 = 0.03 mと
する． 文献13) に基づき代表体積要素に単位の横せ
ん断変形を与えた．代表体積要素は 1次 6面体アイ
ソパラメトリック要素を用いて離散化した．軸方向

表-1 断面パラメタ

𝐾b/𝐸 (m4) 1.90
𝐾s/𝐺 (m2) 7.49 × 10−1

𝑅2/𝐸 (m4) 7.05 × 10−3

𝑅3/𝐺 (m2) 5.59 × 10−1

𝐾seq/𝐺 (m2) 1.90 × 10−1

𝑘 (m−1) 2.78
𝑓max/

(
𝐾seq/𝐺

)
(m−1) 1.19
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(b) (c)

(a)

図-4 箱断面梁の代表体積要素のせん断変形

の周期長を 0.02mとして，節点数は 26, 904，要素数
は 14, 988 であった．得られた断面変形モード 𝑓 の
分布を図-4 に示す．断面変形モード 𝑓 から求めた
断面パラメタを表-1に示す．この結果を式 (20)に代
入して求めた軸方向ひずみを図-5に示す．支間長は
15mとした．ひずみは上フランジの橋軸直角方向端
部（ウェブ外側）の着目点の最外縁である．ひずみ
の値は支間中央における参照解との比で表している．
また，Eulerの梁理論との差，すなわちせん断遅れに
よる付加的なひずみを図-6に示す．参照解は文献12)

と同様に連続体ソリッド要素の有限要素解析結果と
している．参照解の解析モデルを図-7に示す．支間
中央および断面中央における対称性を利用し 1/4モ
デルとした．総要素数は 420, 750要素である．分布
荷重はウェブに相当する要素に物体力として載荷し，
全ての節点を 𝑥2方向に拘束し，ヒンジ支点は支点上
のすべての節点を 𝑥3 方向に拘束した．文献12) と同
様に，図-5，図-6から断面変形梁理論はせん断遅れ
を高精度に評価できることがわかる．また図中の示
方書は道路橋示方書2) の有効幅を用いて，Euler梁と
して計算したものである．片側有効幅は 𝜆 = 1.74 m
であった．示方書は支間中央でせん断遅れを過大評
価していることが確認できる．なお，道路橋示方書
の有効幅の規定は付録 Aに示した．

図-5 軸方向ひずみの橋軸方向分布

図-6 せん断遅れによる付加的なひずみ

(3) 断面パラメタ同士の関係
本節では，支配方程式 (6)，(7)，(8)に含まれる 3つ
の断面パラメタのうち，独立なパラメタが 2つであ
ることを示す．
式 (4)，(5)より，せん断ひずみによる単位軸方向
長さ当たりの弾性エネルギ密度は

Πint :=
∫
𝐴
𝐺

{
( 𝑓,2 𝑔)2 + (�̃� + 𝑓,3 𝑔)2} d𝐴 (21)

となり，式 (9)より

Πint :=
∫
𝐴
𝐺

{
( 𝑓,2)2𝑔2 + ( 𝑓,3)2𝑔2 + 2�̃�𝑔 𝑓,3 + �̃�2} d𝐴

= 𝑅3𝑔
2 + 2�̃�𝑔𝑅4 + 𝐾s�̃�

2

(22)
となる．
一方せん断力 𝑄は，横せん断応力 𝜎13 = 𝐺𝛾13によ
る合応力として
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図-7 参照解のモデル

𝑄 :=
∫
𝐴
𝜎13 d𝐴 =

∫
𝐴
𝐺𝛾13 d𝐴

=
∫
𝐴
𝐺

{
�̃� + 𝑓,3𝑔

}
d𝐴 = 𝐾s�̃� + 𝑅4𝑔

(23)

と表すことができる．したがって，せん断力 𝑄 と断
面の平均的なせん断変形 �̃� による単位長さあたりの
仕事𝑊s は

𝑊s = (𝐾s�̃� + 𝑅4𝑔) �̃� (24)

である．
いま，代表体積要素の単位横せん断変形 �̃� = 1の
計算において，一般化変位も単位，すなわち 𝑔 = 1で
ある．これを考慮すると，単位長さあたりの弾性エ
ネルギ密度 Πint とせん断力による仕事 𝑊s が等しい
ことから

(𝐾s�̃� + 𝑅4𝑔) �̃� = 𝑅3𝑔
2 + 2�̃�𝑔𝑅4 + 𝐾s�̃�

2 (25)

𝑅4 = 𝑅3 + 2𝑅4 ⇒ 𝑅4 = −𝑅3 (26)

を得る．これを考慮すると，支配方程式 (6)，(7)，
(8)は，

𝐾b𝜃
′′′ + 𝑞 = 0 (27)

−𝐾b𝜃
′′ + 𝐾s�̃� − 𝑅3𝑔 = 0 (28)

−𝑅2𝑔
′′ − 𝑅3�̃� + 𝑅3𝑔 = 0 (29)

と表される．

3. 断面パラメタの推定

(1) 解析対象
せん断遅れと横せん断による断面変形が曲げ
に対して無視できない影響をおよぼす典型的な
部材として，図-3 に示す単一材料の箱断面を選
択する．𝑏 は断面の幅，ℎ は断面の高さ，𝑡 𝑓 はフ
ランジ厚，𝑡𝑤 はウェブ厚を表す．推定対象の範
囲は，それぞれ 1 m ≤ 𝑏 ≤ 4 m，1 m ≤ ℎ ≤ 4 m，
10 mm ≤ 𝑡 𝑓 ≤ 80 mm，10 mm ≤ 𝑡𝑤 ≤ 80 mm とした．
また，断面形状に関する無次元パラメタである幅高
さ比 𝑏/ℎは 1 ≤ 𝑏/ℎ ≤ 4とし，幅厚比 𝑏/𝑡 𝑓，ℎ/𝑡𝑤 は
50 ≤ 𝑏/𝑡 𝑓 ≤ 200，100 ≤ ℎ/𝑡𝑤 ≤ 200とした．

(2) 入力と出力
式 (20)で示したように，解析解が得られている場
合は， 𝑓 /𝐾seq と 𝑘 を推定することができれば，付加
的な橋軸方向ひずみを解析的に求めることができる．
解析解が利用できない場合は，断面変形を組み込ん
だ有限要素10) を用いて，𝜃，𝑔を求めれば式 (3)から
付加的なひずみを求めることができる．ここで，式
(26)，式 (16)，式 (17)より

𝐾seq = 𝐾s − 𝑅3 (30)

𝑘2 =
𝑅3𝐾seq

𝐾s𝑅2
(31)

であるため，𝑅2，𝑅3 が必要な断面パラメタとなる．
設計において問題となる最大ひずみに着目した時，
Euler-Bernoulli梁の曲げによるひずみは，断面の中立
面から最も離れた位置で最大になり，橋軸直角水平
方向に一様である．一方，断面変形梁理論12) では軸
ひずみが断面変形モード 𝑓 に依存する．式 (20) よ
り，上下対称の箱断面を仮定したとき，上下フラン
ジにおいて 𝑓 /𝐾seq が最大の点で軸ひずみが最大とな
る．そこで，フランジ上面の断面変形モード 𝑓 の最
大値を 𝑓max として，断面形状を入力，断面パラメタ
𝑓max/𝐾seq，𝑅2，𝑅3を出力とした推定モデルを構築し
た．出力に 𝑓max/𝐾seqを選択したが，これは 𝑓max/𝐾seq

は幅高さ比 𝑏/ℎと強い相関があり， 𝑓max で推定する
よりも高精度になることが理由である．学習に使用
した入力は断面形状を 𝑏，ℎは 1mごとに，𝑡 𝑓，𝑡𝑤は
10mmごとに変化させた．学習データの入力とそれ
に対する出力は 99個であった．

(3) 推定手法
断面形状から断面パラメタを推定する手法として，

Gauss過程回帰14) と LASSO回帰15) の 2つを使用し
た．Gauss過程回帰は基底関数の設定の必要がなく
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汎用性が高いという理由から，LASSO回帰は入力の
陽な式で表すことができるという理由から採用した．
a) Gauss過程回帰
断面形状を入力，それらに対する断面パラメタを

出力として学習に使用する，教師あり学習の回帰モ
デルを構築した．まず，𝐷 個の基底関数からなる一
般的な線形モデルは

𝑦 (𝒙) = 𝒘T𝝓 (𝒙) (32)

と表される．𝒙 は入力ベクトル，𝒘 は 𝐷 次元の重み
ベクトル，𝝓 (𝒙) は基底関数のベクトルであり

𝝓 (𝒙) = (𝜙1 (𝒙), 𝜙2 (𝒙), · · · , 𝜙𝐷 (𝒙))T (33)

である．ここに 𝜙𝑑 (𝑑 = 1, 2, · · · , 𝐷) は 𝐷 個の基底関
数である．𝑛番目の入力 𝑥𝑛 に対する出力 𝑦𝑛

𝑦𝑛 = 𝑦(𝒙𝑛) (𝑛 = 1, 2, · · · , 𝑁) (34)

の集合を要素にもつベクトルを 𝒚とすると，

𝒚 = 𝚽𝒘 (35)

と表せる．𝚽は Φ𝑛𝑑 = 𝜙𝑑 (𝒙𝑛)を成分に持つ計画行列
である．この時 𝑰を単位行列として，重み 𝒘が平均
0，共分散行列 𝑠2𝑰の Gauss分布 N に従う

𝒘 ∼ N
(
0, 𝑠2𝑰

)
(36)

とすると，𝒚は 𝒘の線形結合であるので，𝒚も Gauss
分布に従う．式 (35)，(36)より 𝒚の期待値 E[𝒚] は

E[𝒚] = E[𝚽𝒘] = 𝚽E[𝒘] = 0 (37)

であり，𝒚の共分散行列 𝑲 は
𝑲 = E[𝒚𝒚T] − E[𝒚]E[𝒚]T = E[(𝚽𝒘) (𝚽𝒘)T]

= 𝚽E[𝒘𝒘T]𝚽T = 𝑠2𝚽𝚽T
(38)

である．𝑲 の成分 𝐾𝑛𝑛′ は

𝐾𝑛𝑛′ = 𝑠
2𝝓(𝒙𝑛)T𝝓(𝒙𝑛′ ) (𝑛, 𝑛′ = 1, 2, · · · , 𝑁) (39)

と表される．𝑲 の成分は内積で表されており，𝒙𝑛 と
𝒙𝑛′ が似ていれば，対応する 𝒚𝑛 と 𝒚𝑛′ も似ているこ
とを表現している．𝐾𝑛𝑛′ は 𝒙𝑛，𝒙𝑛′ の関数であり，
𝐾𝑛𝑛′ の値が得られれば基底関数 𝝓 (𝒙) そのものを求
める必要はない．そこで 𝐾𝑛𝑛′ を与える関数を 𝒙𝑛 と
𝒙𝑛′ のカーネル関数と呼び，

𝐾𝑛𝑛′ = 𝑘 (𝒙𝑛, 𝒙𝑛′ ) (40)

と表す．本研究では Gaussカーネル

𝑘 (𝒙𝑛, 𝒙𝑛′ ) = 𝜃1 exp
(
− (𝒙𝑛 − 𝒙𝑛′ )2

𝜃2

)
+ 𝜃3𝛿 (𝒙𝑛, 𝒙𝑛′ ) (41)

を用いた．第一項は Gauss分布を表し，第二項は誤
差項である．𝜃𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) はハイパーパラメタであ
り，最尤推定を行うことで決定した．最尤推定の方
法は付録 Bに示した．このようなカーネル関数を用
いることで，𝝓 (𝒙) を求めずに共分散行列 𝑲 が求ま
る．カーネル関数から求まる共分散行列はカーネル
行列と呼ばる．

Gauss過程を用いて回帰問題を解くとき，𝑁 個の
学習データ

D = {(𝒙1, 𝑦1), (𝒙2, 𝑦2), · · · , (𝒙𝑁 , 𝑦𝑁 )} (42)

が与えられており．𝑦 は平均 0に正規化されている
とする．この時，𝒙と 𝑦の間に

𝑦 = 𝑓 (𝒙) (43)

の関係があり，関数 𝑓 が平均 0の Gauss過程から生
成されているとすると，𝑁 個の 𝑦の集合 𝒚は，カー
ネル行列 𝑲 を用いて

𝒚 ∼ N(0, 𝑲) (44)

と表される．また，学習データに含まれない 𝑀 個の
入力を 𝑿∗ = (𝒙∗1, · · · , 𝒙∗𝑀 )，出力を 𝒚∗ = (𝑦∗1, · · · , 𝑦∗𝑀 )
とすると，学習データの出力 𝒚に 𝒚∗を含めた出力ベ
クトルは (

𝒚

𝒚∗

)
∼ N

(
0,

(
𝑲 𝒌∗

𝒌T
∗ 𝑘∗∗

))
(45)

という Gauss分布に従う．ここに，𝑲，𝒌∗，𝒌∗∗の成
分は

𝑲𝑛𝑛′ = 𝑘 (𝒙𝑛, 𝒙𝑛′ ) (𝑛, 𝑛′ = 1, · · · , 𝑁) (46)

𝒌∗𝑛𝑚 = 𝑘 (𝒙𝑛, 𝒙𝑚) (𝑛 = 1, · · · , 𝑁, 𝑚 = 1, · · · , 𝑀)
(47)

𝒌∗∗𝑚𝑚′ = 𝑘 (𝒙𝑚, 𝒙𝑚′ ) (𝑚, 𝑚′ = 1, · · · , 𝑀) (48)

と表される．式 (45) は 𝒚∗ と 𝒚 の同時分布であり，
Gauss分布の要素間の条件付確率から, 𝒚 が与えられ
た時の 𝒚∗の条件付確率は，

𝑝 (𝒚∗ |𝒙∗,D) = N
(
𝒌T
∗𝑲

−1𝒚, 𝒌∗∗ − 𝒌T
∗𝑲

−1𝒌∗
)

(49)

と求められ，上記の期待値 𝒌T
∗𝑲

−1𝒚を 𝒚∗の推定値と
する．
𝑓max/𝐾seq，𝑅2，𝑅3の推定におけるカーネル関数の

ハイパーパラメタを最尤推定した結果を表-2に示す．

b) LASSO回帰
LASSO(Least Absolute Shrinkage and Selection Oper-

ator)回帰は線形回帰の一手法である．線形回帰は式
(32) のように出力 𝒚 を基底関数 𝝓(𝒙) とその重み 𝒘
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で表現する方法であり，損失関数が最小になる重み
𝒘 を求めることで回帰式を構築する．線形回帰の精
度は基底関数に依存するが，基底関数を客観的に選
択することはできない．基底関数の数を増やすと精
度が向上するが，過度に多くすると過学習が起こり
やすくなる．また．設計式で用いることを考えると，
基底関数は少ないほうが使いやすい．そこで基底関
数を減らすスパース正則化が有用であると考えた．
式 (32)のような線形モデルにおいて，𝑑 番目の重み
係数 𝑤𝑑 が 0になれば 𝑑 番目の基底関数 𝜙𝑑 (𝒙) を消
去することができる．出力に対して関連度の低い基
底関数を排除し，必要な基底関数のみを残す手続き
を特徴選択と呼ぶ．特徴選択をした時のモデルの次
元は 𝒘の非ゼロ要素の個数となる．モデルの次元を
正則化項として用いる方法は L0正則化と呼ばれる．
L0正則化は組み合わせ最適化問題になり，計算が困
難である．そこで L0正則化を凸関数で近似した L1
正則化と呼ばれる方法が有用であるとされている15)．
損失関数が二乗損失の場合，L1正則化を用いた方法
は LASSO回帰と呼ばれる．LASSO回帰ではデータ
数 𝑁，基底関数の数を 𝐷 とした時，損失関数 𝐸 (𝒘)
を

𝐸 (𝒘) =
𝑁∑
𝑖=1

©«𝑦𝑖 −
𝐷∑
𝑗=1
𝑤 𝑗𝜙 𝑗 (𝑥𝑖)ª®¬

2

+ 𝛼
𝐷∑
𝑗=1

��𝑤 𝑗

�� (50)

と設定し，これを最小化する 𝒘を求める．第一項が
二乗損失の項であり，第二項が重み係数に関する正
則化項である．𝛼 は正則化パラメタで，正則化の度
合いを調整するパラメタである．LASSO回帰による
回帰式は多くの重み係数が 0となり，スパースにな
りやすい．L1正則化は重み係数の推定と特徴選択を
同時に行うことができる方法であり，L0正則化が実
現される．本研究では，断面形状と断面パラメタの
関係性が複雑であり，精度を維持しつつ，設計式と
して用いやすいよう，多くの基底関数の候補からで
きるだけ少ない基底関数で回帰するには，LASSO回
帰が最適であると考えてこの手法を採用した．
基底関数の候補は 𝑏，ℎ，𝑡 𝑓，𝑡𝑤の 𝑛乗同士を掛け

合わせた組み合わせとし，整数で −2 ≤ 𝑛 ≤ 2の範囲
とした．またそれ以外にも，断面パラメタと相関が
強いと判明した基底関数も候補に入れた．その中か

表-2 最尤推定により決定したハイパーパラメタ

𝜃1 𝜃2 𝜃3

𝑓max/
(
𝐾seq/𝐺

)
36 0.80 1.8 × 10−3

𝑅2/𝐸 16 1.1 3.2 × 10−6

𝑅3/𝐺 70 23 3.3 × 10−4

ら関連度の高いものを選び，基底関数の候補は 3つ
の断面パラメタの推定においてそれぞれ 100個以内
とした．式 (50)における正則化パラメタ 𝛼を大きく
するほど 0になる重み係数が多くなり，基底関数が
減る．LASSO回帰により基底関数を減らすことで性
能低下が起きることを防ぐために，回帰式の決定係
数が 0.995を下回らない範囲で 𝛼 を最大化した．こ
こで決定係数は，代表体積要素の有限要素解析から
求めた断面パラメタを 𝑦𝑖，𝑦𝑖 の平均を �̄�𝑖，LASSO回
帰により得た断面パラメタを �̂�𝑖，としたとき

𝑅2 = 1 −
∑𝑛

𝑖=1 (𝑦𝑖 − �̂�𝑖)2∑𝑛
𝑖=1 (𝑦𝑖 − �̄�𝑖)2 (51)

と表される．決定係数は 1に近いほど推定精度が良
い．LASSO回帰により 𝑓max/𝐾seq，𝑅2，𝑅3の回帰式は

𝑓max

𝐾seq/𝐺
= 0.0358𝜙1 + 0.0153𝜙2 − 0.934𝜙3

+1.01 (m−1)

(𝜙1 = (𝑏/ℎ)1.51/𝑡 𝑓 , 𝜙2 = 1/𝑡𝑤, 𝜙3 = ℎ/𝑏)

(52)

𝑅2/𝐸 = 8.31 × 10−3𝜙1 + 3.31 × 10−5𝜙2

−5.10 × 10−5𝜙3 + 6.35 × 10−5 (m4)

(𝜙1 = (𝑏2.2ℎ0.1𝑡−0.5
𝑓 𝑡1.3𝑤 )1.3, 𝜙2 = 𝑏, 𝜙3 = 𝑏/ℎ)

(53)

𝑅3/𝐺 = 1.75𝜙1 + 1.17 × 10−3𝜙2 + 0.362𝜙3 + 1.85𝜙4

+2.66 × 10−2𝜙5 + 2.52 × 10−3 (m2)

(𝜙1 = 𝑏𝑡 𝑓 , 𝜙2 = 𝑏, 𝜙3 = 𝑏𝑡𝑤, 𝜙4 = 𝑡2𝑓 , 𝜙5 = 𝑏2𝑡 𝑓 )
(54)

と求まった．𝑏，ℎ，𝑡 𝑓，𝑡𝑤の単位はすべて mである．
3 つの断面パラメタに対する式 (52)～(54) の回帰
式を決定する際に用いた 𝛼を表-3に示す．𝛼が結果
に及ぼす影響を示すために， 𝑓max/

(
𝐾seq/𝐺

) の回帰に
おいて用いた 𝛼 = 8.4 × 10−3と，𝛼を増減させたとき
の学習データに対する決定係数と基底関数の個数を
表-4に示す．表-4から 𝛼を小さくすると正則化項の
影響が小さくなり基底関数は 3個から 7個に増える
が，決定係数は向上していないことがわかる．逆に
𝛼 を大きくすると正則化項の影響が大きくなり基底
関数の数は 3個から 2個に減らせるが，決定係数が
小さくなり精度が低下している．LASSO回帰は正則
化パラメタ 𝛼を小さくして基底関数を増やすと精度
は向上するが，基底関数を一定以上増やすと精度の
向上は頭打ちになる．そのため必要な精度を満たす
範囲でなるべく大きな 𝛼を選択することで，スパー
スかつ高精度の回帰式が構築できる．
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4. 推定精度の検証

(1) 推定精度の確認方法
学習データとして 99種類の断面形状とそれに対す

る断面パラメタを用意した．また学習データとは別
に 20種類の検証用データを用意した．検証用データ
はランダムに生成した断面形状とそれに対する断面
パラメタである．推定能力の確認に検証用データを
使用するのは過学習が起きていないことを確認する
ためである．検証用データにおける断面形状を入力
して断面パラメタを推定し，代表体積要素の有限要
素解析結果によるものと比較することで推定精度を
確認する．

(2) 断面パラメタの推定精度
検証用データ 20 個について断面パラメタを推定

し，代表体積要素の有限要素解析と比較した時の，決
定係数 𝑅2 を表-5に示す．Gauss過程回帰も LASSO
回帰も 3 つのパラメタの決定係数はいずれも 0.997
より大きい．

(3) 軸方向ひずみの評価
20個の検証用データについて，推定した断面パラ

メタを用いて軸方向ひずみを評価する．道路橋示方
書2) と比較するために付録 Aの方法で有効幅を決定
し，Euler梁と同様に軸ひずみを計算した．軸方向ひ
ずみは単純梁に等分布荷重を載荷したときに最大と
なる，支間中央における上フランジ上面の値である．
対象は図-2に示す単純梁とし，支間長 ℓは 15m，等
分布荷重 𝑞は 1kN/mとした．代表体積要素の有限要

表-3 LASSO回帰に用いた正則化パラメタ 𝛼

𝑓max/
(
𝐾seq/𝐺

)
𝑅2/𝐸 𝑅3/𝐺

8.4 × 10−3 1.1 × 10−5 6.4 × 10−5

表-4 正則化パラメタ 𝛼と決定係数 𝑅2 の関係

𝛼 𝑅2 基底関数の個数
1.0 × 10−1 0.8591 2
8.4 × 10−3 0.9996 3
1.0 × 10−3 0.9996 7

表-5 断面パラメタの回帰における決定係数 𝑅2

Gauss過程 LASSO回帰
𝑓max/

(
𝐾seq/𝐺

)
0.9991 0.9996

𝑅2/𝐸 0.9996 0.9970
𝑅3/𝐺 0.9999 0.9999

図-8 ウェブ上軸ひずみの相対差の分布

素解析で求めた断面パラメタによる軸ひずみと比較
した時の相対差の分布を図-8に示し，その平均と標
準偏差を表-6に示す．なお相対差 𝜀R は推定した断
面パラメタから求めた軸ひずみを 𝜖est，代表体積要素
の有限要素解析で求めた断面パラメタによる軸ひず
みを 𝜖FEM とすると

𝜀R =
(𝜖est − 𝜖FEM)

𝜖FEM
(55)

と表される． 図-8 と表-6 より，Gauss 過程回帰，
LASSO回帰はともに，示方書による方法よりも高精
度に軸ひずみを求めることができ，ばらつきも小さ
いことが確認できる．また，示方書は軸ひずみを平
均で 5%程度過大評価していることがわかる．

5. おわりに

本研究では，せん断遅れと横せん断による断面変
形を統一的に考慮できる梁理論12) で用いる断面パラ
メタを，断面形状を表すパラメタを入力として Gauss
過程回帰と LASSO回帰により推定する方法を提案
した．この方法を，薄肉箱断面に対して適用したと
ころ，いずれの手法においても決定係数は 0.997以
上となり，代表体積要素の有限要素解析をせずに実
用上十分な精度で断面パラメタを得ることができた．
推定したパラメタを用いて軸方向ひずみを算出した
結果，代表体積要素の有限要素解析結果に対する相
対差が平均値 0.02%，標準偏差 0.2%程度となった．

表-6 ウェブ上軸ひずみの相対差の平均値と標準偏差
Gauss過程 LASSO回帰 示方書

平均値 5.26 × 10−5 2.07 × 10−4 5.32 × 10−2

標準偏差 1.73 × 10−3 1.42 × 10−3 2.45 × 10−2
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2種類の方法のうち，Gauss過程回帰による方法は基
底関数を選択する必要がないため，汎用性が高いと
いうメリットがある．しかし，断面パラメタを求め
るために学習データの数と同サイズの行列計算が必
要になる．それに対して LASSO 回帰による方法は
回帰式を明示できるので設計に適用しやすく，簡便
さにおいて Gauss過程より優れていると考えられる．
本論文では均質な箱断面のみを扱ったが，提案手法
は学習データを作り直せば任意の断面に対して適用
可能なので，今後は T形断面や合成断面に対する有
効性を検討する予定である．

謝辞：本研究の一部は JSPS科研費 15K14017（代表：
斉木　功），18K04318（代表：斉木　功）の助成お
よび日本鉄鋼連盟鋼構造研究支援助成を受けたもの
です．

付録 A 道路橋示方書の有効幅

道路橋示方書2) では，せん断遅れの影響を考慮す
るために有効幅の概念が用いられている．腹板間隔
の 1/2又は片持部のフランジの突出幅を 𝑏(mm)，等
価支間長を 𝑙 (mm) とした時，単純梁のフランジ片側
有効幅 𝜆(mm)は

𝜆 = 𝑏

(
𝑏

𝑙
≦ 0.05

)
=

{
1.1 − 2

(
𝑏

ℓ

)}
𝑏

(
0.05 <

𝑏

𝑙
< 0.30

)
= 0.15𝑙

(
0.30 ≦

𝑏

𝑙

) (56)

と規定されている．

付録 B ハイパーパラメタの最尤推定

Gauss過程回帰において，式 (41)のカーネル関数
のハイパーパラメタ 𝜃𝑖 を最適化する方法を示す．
まずハイパーパラメタ 𝜃1，𝜃2，𝜃3 をまとめて 𝜽 と

おく. カーネル関数は 𝜽 に依存するため，それを明
示すると

𝑘 (𝒙, 𝒙′ |𝜽) = 𝜃1 exp
(
− (𝒙 − 𝒙′)2

𝜃2

)
+ 𝜃3𝛿 (𝒙, 𝒙′) (57)

と表される．よって 𝑘 を成分とするカーネル行列も
𝜽 に依存するので 𝑲𝜽 と表す．この時，学習データの
入力 𝑿 から学習データの出力 𝒚を得る確率は

𝑝 (𝒚 | 𝑿, 𝜽) =N (𝒚 | 0, 𝑲𝜽) (58)

=
1

(2𝜋)𝑁/2
1

|𝐾𝜃 |1/2
exp

(
−1

2
𝒚𝑇𝑲−1

𝜽 𝒚

)
(59)

となる．N (𝒚 | 0, 𝑲𝜽) は平均 0，共分散行列 𝑲𝜽 の確
率密度関数における 𝒚の確率である．式 (59)の対数
を取ると

log 𝑝 (𝒚 | 𝑿, 𝜽) = −𝑁
2

log(2𝜋) − 1
2

log |𝑲𝜽 |

−1
2
𝒚𝑇𝑲−1

𝜽 𝒚

∝ − log |𝑲𝜽 | − 𝒚𝑇𝑲−1
𝜽 𝒚

(60)

となり，式 (60) の尤度関数を最大化する 𝜽 を求め
ればよい．本研究ではマルコフ連鎖モンテカルロ
(MCMC)法の一手法であるメトロポリス法16) を用い
て 𝜽 を決定した．
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ESTIMATION OF CROSS-SECTIONAL CHARACTERISTICS BY MACHINE
LEARNING FOR EVALUATION OF ADDITIONAL STRESS DUE TO SHEAR LAG

Hiroki AOKI, Isao SAIKI, Yu OTAKE and Ryohei MITSUI

The distribution of bending stress along the direction perpendicular to the bridge axis on the flange of
beams with a wide flange is not uniform due to shear lag. In the design of beams, the additional stress
due to the shear lag is considered by reducing the bending rigidity by the effective width. However, it has
been known that the shear lag is not caused by bending but by cross-sectional deformation associated with
shear deformation. In this context, a beam theory with a degree of freedom of cross-sectional deformation
due to shear is proposed to evaluate shear lag effect. While the beam theory considering cross-sectional
deformation has been known to estimate shear lag effect accurately, a finite element analysis of representative
volume of cross-section is required to obtain a couple of additional cross-sectional parameters. In this study,
we propose a method to estimate the additional parameters using LASSO regression and Gaussian process
regression. The accuracy of the proposed method is confirmed by a set of test data.
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