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均質な梁では Poisson効果による軸直角方向の変位は拘束されないため，初等梁理論では一次元の弾性構成則
を用いている．しかし，Poisson比の異なる複数の材料からなる複合梁では，軸に垂直な方向の変位を複数の材
料が互いに拘束することになる．軸方向の剛性や曲げ剛性は拘束の影響を受けるため，正確な剛性の評価には
Poisson効果を考慮することが必要となる．そこで本研究では，断面変形を含む梁理論を拡張し，Poisson効果
を考慮できる梁理論を定式化する．提案梁理論の解と連続体の解を比較することで提案梁理論の妥当性を確認
する．

Key Words: beam theory, Poisson’s effect, cross-sectional deformation, representative volume element

1. はじめに

平板の曲げ理論においては，その 2次元的な広がり
から，均質な平板においても 2方向の軸まわりの曲率
と曲げモーメントの間に，Poisson効果による相互作用
が考慮される1)．そのため，例えば，図–1に示すように
xy平面上の平板に y軸まわりにのみ曲げモーメントが
作用した場合でも y軸まわりの曲率に加え x軸まわり
の曲率も生じる．これは，y軸まわり曲率によって x軸
方向の垂直ひずみが生じ，同時に Poisson効果によって
y軸方向の垂直ひずみも生じるためである．
さらに，平板が Poisson比の異なる材料からなる積層

板のような場合においては，y軸まわり曲率によって x

方向の垂直ひずみが生じ，その Poisson効果によって y
軸方向の垂直ひずみも生じるが，y軸方向垂直ひずみは
Poisson比の異なる層間において互いに拘束を受けるこ
とになる．例えば Reddyによる積層板の高次せん断理
論2) では，曲げ剛性を各層の材料の剛性の積分により
評価しているが，異なる Poisson比の層間の拘束は考慮
されていない．
一方，均質な梁に関しては，軸直角方向への変形を拘

束するものはないので，軸直角方向の応力がゼロとな
り，軸方向のひずみと応力がYoung率で関係づけられる
1次元構成関係を用いるのが普通である．換言すれば，
Poisson効果による変形は拘束されないことを前提とし
ている．しかし，Poisson比の異なる材料からなる複合
梁では，積層板と同様に材料間で Poisson効果による変
形を拘束することになる．例えば，図–2に示すような，
円管と充填材からなる複合断面の円柱部材が軸圧縮を
受けることを考える．ここで，円管の材料の Poisson比

図–1 平板の y軸まわり曲げモーメントによる 2軸曲率変形

図–2 解析対象と座標の定義

が小さく，充填材の Poisson比が大きいとする．このと
き，充填材は圧縮を受ければ大きな Poisson比のために
軸直角方向に膨張するが，円管の材料の Poisson比は小
さいので充填材ほどは膨張しない．したがって，円管
の材料は充填材の膨張を拘束し，充填材の軸方向の見
掛け上の剛性は増加する．コンクリート充填鋼管では，
前述のような弾性変形のみではないが，これを拘束効
果と呼び，充填コンクリートの材料特性に拘束効果を
反映している3)．
梁における Poisson 比の考慮は，例えば先に述べた

Reddyの積層板2)を梁に適用した積層梁理論4)が報告さ
れている．しかし，xy平面の積層板において y方向の
応力をゼロとして梁理論を構築しているため，積層板
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と同様に Poisson効果による層間の拘束効果は考慮され
ていない．近年では，Ma et al.5)やWang et al.6)が特徴
長さを有する梁理論において Poisson効果を考慮したと
報告している．しかし，これらの文献では軸直角方向
のひずみをゼロとしており，Poisson効果による変形を
完全に拘束しており，異種材料間の拘束の相互作用は
考慮することはできない．Faroughi and Shaat7) は負の
Poisson比を持つ梁を定式化しているが，均質な梁のみ
を扱っており，初等梁理論と同様に軸直角方向の応力
はゼロとしている．
以上から，本論文では，Poisson効果による軸直角方

向の変形の異種材料間の拘束効果を考慮でき，任意形
状の複合断面を有する梁に適用可能な梁理論を構築す
ることを目的とする．このために，著者らがこれまで
開発してきた断面変形を考慮できる梁理論8),9),10),11) に
Poisson効果による変位場を組み込んだ梁理論を定式化
する．

2. Poisson効果を考慮した梁理論の定式化

図–2に示すような軸方向に一様な長さ ℓの任意形状
複合断面の梁を解析対象とする．梁軸方向を e1，梁軸
直角水平方向を e2，鉛直方向を e3とする正規直交座規
定ベクトルを定義し，それらの座標系成分を x1, x2, x3

とし，変位成分を u1, u2, u3 とする．解析対象の軸方向
領域を L = {x1 | 0 ≤ x1 ≤ ℓ}，軸と直交する断面の領域
を Aとする．断面に x2軸周りの曲げのみが作用したと
きの中立軸と x3軸周りの曲げのみが作用したときの中
立軸との交点を x2，x3の原点とする．以下では梁の曲
げせん断に関しては x1-x3 面でのせん断および x2 軸ま
わりの曲げのみを取り扱うこととする．

Bernoulli-Euler梁理論や Timoshenko梁理論では断面
は変形しないことを仮定する．それに対し，Reissner12)

は箱断面のせん断遅れを解析するために断面変形を考
慮している．断面変形は，薄いフランジの面外変位と
し，幅方向に放物線状となるモードを仮定し，そのモー
ドの符号付きの大きさを表す一般化変位により表現し
ている．著者らはこの考え方を一般化し，面外変位の
モードを仮定することが困難な任意の複合断面を取り
扱うために，均質化法に準じた梁の代表体積要素の有
限要素解析から面外変位モードを求める方法を提案し
ている8),9),11)．以下では，せん断遅れと横せん断による
面外変位に加えて，Poisson効果による断面内の変位を
変位場に取り入れた梁理論を提案する．
梁を軸方向に引っ張ると，Poisson 比が正の場合は，
軸直角方向の垂直ひずみは負となり，断面は収縮する．

図–3 均質矩形断面の軸変形に対する断面変形モード fa

図–4 均質矩形断面の曲げ変形に対する断面変形モード fb

この軸変形に伴う Poisson効果の断面内変位場を
f a(x2, x3) ga(x1) = { fa2(x2, x3)e2 + fa3(x2, x3)e3} ga(x1)

(1)
と定義する．ここに， f a は単位軸変形（ひずみ）あた
りの断面内変位で長さの次元を持つ断面の特性である．
f a は後述する代表体積要素の有限要素解析で断面ごと
に求めておく．一例として均質矩形断面の場合の f aの
各成分を，変形図および色で図–3に示す．また，ga は
それに対応する無次元の一般化変位で，本提案梁理論
の追加された自由度である．
同様に，梁に下に凸となるような曲げ変形を与える

と，Poisson比が正の場合は，曲げ圧縮される断面上部
は軸直角方向に膨張し，曲げ引張となる断面下部は収
縮する．この曲げに伴う Poisson効果の断面内変位場を

f b(x2, x3) gb(x1) = { fb2(x2, x3)e2 + fb3(x2, x3)e3} gb(x1)
(2)

と定義する．ここに， f b は単位曲げ変形（曲率）あた
りの断面内変位で無次元の断面特性である． f b は後述
する代表体積要素の有限要素解析で断面ごとに求めて
おく．一例として均質矩形断面の場合の f bの各成分を，
変形図および色で図–4に示す．また，gbはそれに対応
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する長さの次元を持つ一般化変位で，本提案梁理論の
追加された自由度である．
本論文で導入する上記の断面変形に加え，著者らの

過去の文献11) で導入したせん断変形に伴う軸方向変位
fs(x2, x3) gs(x1) (3)

を考慮する．ここに， fsは単位のせん断変形（ひずみ）
に伴う軸方向変位で長さの次元を持ち，gs はそれに対
応する無次元の一般化変位である．
梁の軸線の x1 軸方向変位を ũ1(x1)，梁の軸線のたわ

みを ũ3(x1)，梁の断面の回転を θ(x1)とし，前述の断面
変形の変位場を含んだ梁の x1，x2，x3 方向変位場をそ
れぞれ

u1(x1, x2, x3) = ũ1(x1) + x3θ(x1) + fs(x2, x3) gs(x1) (4)

u2(x1, x2, x3) = fb2(x2, x3) gb(x1) + fa2(x2, x3) ga(x1) (5)

(6)u3(x1, x2, x3) = ũ3(x1) + fb3(x2, x3) gb(x1)
+ fa3(x2, x3) ga(x1)

と表す．断面の回転角 θは，Timoshenko梁と同様，断
面の平均せん断ひずみ γ̃(x1)とたわみ角から

θ(x1) B γ̃(x1) − ũ′3(x1) (7)

と定義した．ここにBは定義，(·)′は (·)の x1に関する
導関数を表す．
定義した変位場から，梁の任意点におけるひずみが

ϵ11(x1, x2, x3) = x3θ
′ + fsg′s + ũ1

′ (8)

ϵ22(x1, x2, x3) = fb2,2gb + fa2,2ga (9)

ϵ33(x1, x2, x3) = fb3,3gb + fa3,3ga (10)

2ϵ12(x1, x2, x3) = fs,2gs + fb2g
′
b + fa2g

′
a (11)

2ϵ23(x1, x2, x3) =
(
fb2,3 + fb3,2

)
gb +
(
fa2,3 + fa3,2

)
ga (12)

2ϵ13(x1, x2, x3) = γ̃ + fs,3gs + fb3g
′
b + fa3g

′
a (13)

と表される．ここに，(·),i (i = 2, 3)は (·)の xi (i = 2, 3)
に関する偏導関数を表す．
材料を線形等方弾性体とすると，応力は

σi j = λδi jϵkk + 2µϵi j (14)

となる．ここに，λ, µは Lamé定数であり，Young率 E，
Poisson比 ν，せん断弾性係数Gとは

λ =
νE

(1 + ν)(1 − 2ν)
, µ = G =

E
2(1 + ν)

(15)

の関係がある．
解析対象とする領域を V B L×Aとし，単位軸方向長

さ当たりの軸方向分布荷重を p(x1)，単位軸方向長さ当
たりの鉛直方向分布荷重を q(x1)，境界における表面力
を ti (i = 1, 3)とする．これらを考慮した仮想仕事式は∫

V
σi jδϵi j dV =

∫
L

qδũ3+ pδũ1 dx1+

∫
∂V

(t1δu1+ t3δu3) dA

(16)

と表せる．ここに，∂V は x1 軸に垂直な解析領域の境
界（梁の両端の断面），δ(·)は仮想変位もしくは仮想ひ
ずみを表す．仮想仕事式 (16)に梁の変位場 (4)∼(6)およ
びひずみ場 (8)∼(13)を代入し，構成関係 (14)を考慮す
ると提案梁の仮想仕事式が得られる．
仮想仕事式が非常に長くなるので，仮想変位
δũ1, δũ3, δγ̃, δgs, δgb, δga に関して分割すると，それぞ
れ

(17)

∫
V

{
(λ + 2µ)(x3θ

′ + fsg′s + ũ′1) δũ′1

+ λ( fb2,2gb + fa2,2ga) δũ′1
+ λ( fb3,3gb + fa3,3ga) δũ′1

}
dV

=

∫
L

pδũ1 dx1 +

∫
∂V

t1δũ1 dA∫
V

{
−(λ + 2µ)(x3θ

′ + fsg′s + ũ′1)(x3δũ′′3 )

− λ( fb2,2gb + fa2,2ga)(x3δũ′′3 )

− λ( fb3,3gb + fa3,3ga)(x3δũ′′3 )
}

dV

=

∫
L

qδũ3 dx1 −
∫
∂V

t1(x3δũ′3) dA +
∫
∂V

t3(δũ3) dA

(18)

(19)

∫
V

{
(λ + 2µ)(x3θ

′ + fsg′s + ũ′1)(x3δγ̃
′
3)

+ λ( fb2,2gb + fa2,2ga)(x3δγ̃
′)

+ λ( fb3,3gb + fa3,3ga)(x3δγ̃
′)

+ µ(γ̃ + fs,3gs + fb3g
′
b + fa3g

′
a) δγ̃
}

dV

=

∫
∂V

t1(x3δγ̃) dA

(20)

∫
V

{
(λ + 2µ)(x3θ

′ + fsg′s + ũ′1) fsδg′s

+ λ( fb2,2gb + fa2,2ga) fsδg′s
+ λ( fb3,3gb + fa3,3ga) fsδg′s
+ µ( fs,2gs + fb2g

′
b + fa2g

′
a) fs,2δgs

+ µ(γ̃ + fs,3gs + fb3g
′
b + fa3g

′
a) fs,3δgs

}
dV

=

∫
∂V

t1 fsδgs dA∫
V

{
(λ + 2µ)( fb2,2gb + fa2,2ga) fb2,2δgb

+ λ(x3θ
′ + fsg′s + ũ′1) fb2,2δgb

+ λ( fb3,3gb + fa3,3ga) fb2,2δgb

+ (λ + 2µ)( fb3,3gb + fa3,3ga) fb3,3δgb

+ λ(x3θ
′ + fsg′s + ũ′1) fb3,3δgb

+ λ( fb2,2gb + fa2,2ga) fb3,3δgb

+ µ( fs,2gs + fb2g
′
b + fa2g

′
a) fb2δg

′
b

+µ
(
( fb2,3+ fb3,2)gb+ ( fa2,3+ fa3,2)ga

)
( fb2,3+ fb3,2)δgb

+ µ(γ̃ + fs,3gs + fb3g
′
b + fa3g

′
a) fb3δg

′
b

}
dV

=

∫
∂V

t3 fb3δgb dA

(21)
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∫
V

{
(λ + 2µ)( fb2,2gb + fa2,2ga) fa2,2δga

+ λ(x3θ
′ + fsg′s + ũ′1) fa2,2δga

+ λ( fb3,3gb + fa3,3ga) fa2,2δga

+ (λ + 2µ)( fb3,3gb + fa3,3ga) fa3,3δga

+ λ(x3θ
′ + fsg′s + ũ′1) fa3,3δga

+ λ( fb2,2gb + fa2,2ga) fa3,3δga

+ µ( fs,2gs + fb2g
′
b + fa2g

′
a) fa2δg

′
a

+µ
(
( fb2,3+ fb3,2)gb+ ( fa2,3+ fa3,2)ga

)
( fa2,3+ fa3,2)δga

+ µ(γ̃ + fs,3gs + fb3g
′
b + fa3g

′
a) fa3δg

′
a

}
dV

=

∫
∂V

t3 fa3δga dA

(22)

となる．断面積分を実行すると

(23)

∫
L
(R12θ

′ + R13g
′
s + Kaũ′1 + R14gb + R11ga) δũ′1 dx1

=

∫
L

pδũ1 dx1 +
[
Nδũ1

]ℓ
0

(24)

∫
L
−(Kbθ

′ + R1g
′
s + R12ũ′1 + R5gb + R15ga) δũ′′3 dx1

=

∫
L

qδũ3 dx1 −
[
Mδũ′3

]ℓ
0
+
[
Qδũ3

]ℓ
0

(25)

∫
L

{
(Kbθ

′ + R1g
′
s + R12ũ′1 + R5gb + R15ga) δγ̃′

+ (Ksγ̃ + R4gs + R6g
′
b + R16g

′
a) δγ̃
}

dx1

=
[
Mδγ̃
]ℓ
0

(26)

∫
L

{
(R1θ

′ + R2g
′
s + R13ũ′1 + R7gb + R17ga) δg′s

+ (R4γ̃ + R3gs + R8g
′
b + R18g

′
a) δgs

}
dx1

= Dsδgs

(27)

∫
L

{
(R21gb + R19ga + R6θ

′ + R7g
′
s + R14ũ′1) δgb

+ (R6γ̃ + R8gs + R9g
′
b + R20g

′
a) δg′b

}
dx1

= Dbδgb

(28)

∫
L

{
(R19gb+R22ga+R15θ

′+R17g
′
s+R11ũ′1) δga

+ (R16γ̃ + R18gs + R20g
′
b + R10g

′
a) δg′a

}
dx1

= Daδga

となる．ここに，以下の断面積分

(29)
Ka B

∫
A
(λ+2µ) dA, Kb B

∫
A
(λ+2µ)x2

3 dA

Ks B
∫

A
µ dA

と端部断面に作用する表面力の合力
N =
∫

A
t1 dA, M =

∫
A

t1x3 dA, Q =
∫

A
t3 dA

Ds =

∫
A

t1 fs dA, Db =

∫
A

t3 fb3 dA, Da =

∫
A

t3 fa3 dA

を定義した．断面積分 Ri(i = 1 · · · 22)については付録に
示した．さらに，式 (23)∼(28)を部分積分すると

(30)

[
(R12θ

′ + R13g
′
s + Kaũ′1 + R14gb + R11ga) δũ1

]ℓ
0

−
∫

L

{
(R12θ

′′ + R13g
′′
s + Kaũ′′1

+ R14g
′
b + R11g

′
a) δũ1

}
dx1

=

∫
L

pδũ1 dx1 +
[
Nδũ1

]ℓ
0

−
[
(Kbθ

′ + R1g
′
s + R12ũ′1 + R5gb + R15ga) δũ′3

]ℓ
0

+
[
(Kbθ

′′ + R1g
′′
s + R12ũ′′1 + R5g

′
b + R15g

′
a) δũ3

]ℓ
0

−
∫

L

{
(Kbθ

′′′ + R1g
′′′
s + R12ũ′′′1 + R5g

′′
b + R15g

′′
a ) δũ3

}
dx1

=

∫
L

qδũ3 dx1 −
[
Mδũ′3

]ℓ
0
+
[
Qδũ3

]ℓ
0

(31)

(32)

[
(Kbθ

′ + R1g
′
s + R12ũ′1 + R5gb + R15ga) δγ̃

]ℓ
0

+

∫
L

{
(Ksγ̃ + R4gs + R6g

′
b + R16g

′
a) δγ̃

− (Kbθ
′′ + R1g

′′
s + R12ũ′′1

+ R5g
′
b + R15g

′
a) δγ̃
}

dx1

=
[
Mδγ̃
]ℓ
0

(33)

[
(R1θ

′ + R2g
′
s + R13ũ′1 + R7gb + R17ga) δgs

]ℓ
0

+

∫
L

{
(R4γ̃ + R3gs + R8g

′
b + R18g

′
a) δgs

− (R1θ
′′ + R2g

′′
s + R13ũ′′1

+ R7g
′
b + R17g

′
a) δgs

}
dx1

= Dsδgs

(34)

[
(R6γ̃ + R8gs + R9g

′
b + R20g

′
a) δgb

]ℓ
0

+

∫
L

{
R21gb+R19ga+R5θ

′+R7g
′
s+R14ũ′1) δgb

− (R6γ̃
′ + R8g

′
s + R9g

′′
b + R20g

′′
a ) δgb

}
dx1

= Dbδgb

(35)

[
(R16γ̃ + R18gs + R20g

′
b + R10g

′
a) δga

]ℓ
0

+

∫
L

{
(R19gb + R22ga

+ R15θ
′ + R17g

′
s + R11ũ′1) δga

− (R16γ̃
′ + R18g

′
s + R20g

′′
b + R10g

′′
a ) δga

}
dx1

= Daδga

を得る．以上から強形式の支配方程式
N′ + p = 0 (36)

M′′ + q = 0 (37)
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M′ = Q (38)

(39)D′s = R4γ̃ + R3gs + R8g
′
b + R18g

′
a

(40)Db = R21gb + R19ga + R5θ
′ + R7g

′
s + R14ũ′1

(41)Da = R19gb + R22ga + R15θ
′ + R17g

′
s + R11ũ′1

および x1 = 0, ℓでの境界条件
Nni = N or ũ1 = ũ1 (42)

Qni = Q or ũ3 = ũ3 (43)

Mni = M or θ = θ (44)

Dsni = Ds or gs = gs (45)

Dbni = Db or gb = gb (46)

Dani = Da or ga = ga (47)

を得る．ここに，N，M，Q，Ds，Db，Da は
N B R12θ

′ + R13g
′
s + Kaũ′1 + R14gb + R11ga (48)

M B Kbθ
′ + R1g

′
s + R12ũ′1 + R5gb + R15ga (49)

Q B Ksγ̃ + R4gs + R6g
′
b + R16g

′
a (50)

Ds B R1θ
′ + R2g

′
s + R13ũ′1 + R7gb + R17ga (51)

Db B R6γ̃ + R8gs + R9g
′
b + R20g

′
a (52)

Da B R16γ̃ + R18gs + R20g
′
b + R10g

′
a (53)

で定義される軸力，曲げモーメント，せん断力，一般化
変位 gs と仕事共役な一般化力，一般化変位 gb と仕事
共役な一般化力，一般化変位 gaと仕事共役な一般化力
である．(·)は境界条件として与えられる諸量，下付き
i = 1, 2はそれぞれ x1 = 0および x1 = ℓにおける諸量を
表し，n1 = −1，n2 = 1である．
提案梁理論の支配方程式には多数の断面パラメタ Ri

を含んでいる．現時点で証明することはできていない
が，例えば式 (48)で定義される軸力において，曲率 dθ

dx1
・

せん断に関する一般化変位 gs・曲げに関する一般化変
位 gbが軸力を発生させることはなく，式 (48)における
それらの係数はゼロ，すなわち R12 = R13 = R14 = 0と
考えられる．同様に，軸変形 ũ′1・軸変形に関する一般
化変位 gaが曲げモーメントを発生させることはないと
考えれば式 (49)から R15 = 0と考えられる．また，軸
変形に関する一般化変位がせん断に関する一般化力 Ds

に寄与することはないと考えれば，式 (51)から R17 = 0
と考えられる．同様に，せん断変形 γ̃，せん断に関する
一般化変位 gs，曲げに関する一般化変位 gbのいずれも
軸変形に関する一般化力 Daに寄与することはないと考
えれば，式 (53)から R16 = R18 = R20 = 0と考えられる．
さらに支配方程式 (40)において，曲げ変形の一般化力
に関するつり合い式に軸変形の一般化変位が関係する
ことはなく，その係数は R19 = 0と考えられる．実際，
後述する数値解析例において，Ri (i = 12, · · · , 20)は他
の断面パラメタの 10−6 程度と十分に小さい．

図–5 充填円管の断面

図–6 単位の x1 軸方向ひずみを与えた代表体積要素の変形と
ϵs 分布

3. 充填円管梁による検証

円管と充填材に異なる Poisson比の材料を適用した非
均質断面の梁を解析対象として，提案した梁理論によ
る解析を行い，妥当性を検証する．

(1) 断面の設定と断面特性
図–5に示す充実円管断面の梁を解析対象とする．赤
色で示す円柱部の材料を材料 1，青色で示す円管部の材
料を材料 2とした．材料はともに等方弾性体とし，材
料 iの Young率を Ei とし E1 = E2 = 200GPaとした．
材料 1の Poisson比は ν1 = 0.49，材料 2の Poisson比
は ν2 = 0とした．また，寸法については，内径を 0.4m，
外径を 0.5mとした．代表体積要素は 1次 6面体アイソ
パラメトリック要素を用いて離散化した．本論文では
線形弾性問題を対象としているため，異種材料の要素
間は節点共有としている．断面は 1,088要素，長さ方向
に意味はないが 4要素分とし，4,352要素とした．
代表体積要素に単位の x1 軸方向ひずみを与えた1

時の変形を図–6に示す．色は断面内平均ひずみ ϵs B
ϵ22 + ϵ33

2
を示している．図–6より，内側の材料1がPois-

son効果によって断面内方向に収縮していることがわか
る．外側の材料 2は材料 1に引っ張られることで収縮
しているが，材料 1よりも ϵs の値は小さい．この解析
の結果として得られた断面内の変位が f a である2．

1 具体的には，代表体積要素の有限要素モデルの相対する断面間
に，軸ひずみと代表体積要素長の積を相対変位とした拘束条件
式を与え，つり合い式を解く8)．

2 f a は上記の代表体積要素に対して得られる固有のモードである
ため，断面形状もしくは材料特性のいずれかでも異なる場合は，
それぞれの断面に対して求める必要がある．
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図–7 単位の曲げ変形を与えた代表体積要素の変形と σ22分布

図–8 単位の横せん断変形を与えた代表体積要素の変形と γ13

分布

代表体積要素に x3の正の向きに凸となる x2軸まわり
の単位の曲率を与えた時の変形を図–7に示す．色は x2

軸方向の応力 σ22 を示している．x1 軸方向の曲げ圧縮
を受ける図の上部では，内側の材料 1が Poisson効果に
よって x2-x3 面内方向に膨張し，Poisson変形の生じな
い外側の材料 2が材料 1の変形を拘束することで，材
料 1には x2軸方向の圧縮が，材料 2には x2軸方向の引
張が生じていることが確認できる．曲げ引張を受ける
図の下部では上部と逆の変形となっており，材料 1が
Poisson効果によって面内で収縮し，外側の材料 2が材
料 1の変形を拘束することで，材料 1には x2軸方向の
引張が，材料 2には x2軸方向の圧縮が生じていること
が確認できる．この解析の結果として得られた断面内
の変位が f b である．
代表体積要素に単位の横せん断変形を与えた時の変

形図を図–8に示す．色は横せん断ひずみ γ13 を示して
いる．図より，γ13は断面内で 2次元的に非線形な分布
となっている．この解析の結果として得られた x1方向
の変位が fs である．
代表体積要素の有限要素解析によって得られた断面変

形モード f a， f b， fs から付録で定義した断面パラメタ
を求めた．断面パラメタを材料特性 E = E1，G = G1 =

E1
2(1+ν1) および代表長さ λ = 1 mにより無次元化した値
を表–1にまとめた．
代表体積要素の軸剛性に関わるパラメタの値を表–2に

まとめる．ここに，Ka0 は従来の梁論における軸剛性
Ka0 =

∫
A

E dA (54)

表–1 充填円管梁の断面パラメタ

R1/Eλ4 2.35 × 10−3

R2/Eλ4 4.15 × 10−4

R3/Gλ2 4.67 × 10−2

R4/Gλ2 −4.67 × 10−2

R5/Eλ4 −1.99 × 10−2

R6/Gλ4 −9.22 × 10−4

R7/Eλ4 −2.32 × 10−3

R8/Gλ4 6.63 × 10−4

R9/Gλ6 1.20 × 10−5

R10/Gλ4 1.56 × 10−3

R11/Eλ2 −2.01

R12/Eλ3 −1.39 × 10−11

R13/Eλ3 1.94 × 10−8

R14/Eλ3 −8.73 × 10−9

R15/Eλ3 6.13 × 10−9

R16/Gλ3 −5.74 × 10−10

R17/Eλ3 −1.70 × 10−8

R18/Gλ2 2.66 × 10−9

R19/Eλ3 2.61 × 10−9

R20/Gλ5 1.10 × 10−12

R21/Eλ4 1.99 × 10−2

R22/Eλ2 2.01

Ka/Eλ2 2.22

Kb/Eλ4 2.32 × 10−2

Ks/Gλ2 2.31 × 10−1

である．また，式 (29)で定義した Ka は Ma et al.5) や
Wang et al.6) のように Poisson効果を完全に拘束したと
きの軸剛性である．充填材の Poisson比が 0.49と非圧縮
に近いので，Poisson効果を完全に拘束した場合の軸剛
性は従来の梁理論における軸剛性に比べて約 10倍程度
と大きくなっている．一方，本手法により単位の x1軸
方向ひずみを与えた代表体積要素に作用する軸力 N を
本手法による等価軸剛性とし，これを Kaeqとする．これ
は単位軸変形 ũ′1 = 1とそれに基づく断面変形 ga = 1に
対する軸力と等価であり，式 (48)で定義した軸力から

N = Ka + R17 (55)

となり，実際に Kaeq と Ka + R17 は数値も等しくなって
いる．また，「Kaeqと Ka0の相対差」は Kaeqと Ka0の差の
Ka0に対する比であり，本例では Poisson効果により軸
剛性が従来の梁理論に比べ 6.7%ほど大きくなっている．
代表体積要素の曲げ剛性に関わるパラメタの値を表–
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表–2 充填円管梁の軸剛性

Kaeq/Eλ2 2.09 × 10−1

Ka0/Eλ2 1.96 × 10−1

Ka/Eλ2 2.22

(Ka + R17)/Eλ2 2.09 × 10−1

Kaeq と Ka0 の相対差（%） 6.70

表–3 充填円管梁の曲げ剛性

Kbeq/Eλ4 3.28 × 10−3

Kb0/Eλ4 3.06 × 10−3

Kb/Eλ4 2.32 × 10−2

(Kb + R6)/Eλ4 3.30 × 10−3

Kbeq と Kb0 の相対差（%） 7.40

3に示す．ここに，Kb0 は従来の梁論における軸剛性
Kb0 =

∫
A

Ex2
3 dA (56)

である．また，式 (29)で定義した Kb は Ma et al.5) や
Wang et al.6) のように Poisson効果を完全に拘束したと
きの曲げ剛性である．充填材の Poisson比が 0.49と非
圧縮に近いので，Poisson効果を完全に拘束した場合の
曲げ剛性は従来の梁理論における曲げ剛性に比べて約
7倍程度と大きくなっている．一方，本手法により単位
の曲率を与えた代表体積要素に作用する曲げモーメン
ト Mを本手法による等価軸剛性とし，これを Kbeqとす
る．これは単位軸変形 θ′ = 1とそれに基づく断面変形
gb = 1に対する軸力と等価であり，式 (49)で定義した
曲げモーメントから

M = Kb + R6 (57)

となり，実際に Kbeq と Kb + R6 の数値の差も 1%以下
であり，両者はほぼ等しくなっている．また，「Kbeq と
Kb0 の相対差」は Kbeq と Kb0 の差の Kb0 に対する比で
あり，本例では Poisson効果により軸剛性が従来の梁理
論に比べ 7.4%ほど大きくなっている．
また，材料 1と 2を入れ替えて，充填材の Poisson比
が小さい場合の解析も行ったところ，Kaeq と Ka0 の相
対差は 5.9%，Kbeq と Kb0 の相対差は 6.0%であった．

(2) 軸力を受ける両端固定梁
図–9に示すような，軸力を受ける長さ ℓ = 4.8mの両
端固定梁を対象として本手法の精度を検証する．本提案
手法による解は支配方程式 (36)∼(41)を文献13)で報告し
た有限要素離散化に基づき，数値的に求めている．要素
寸法は参照解とする後述の連続体有限要素モデルの x1

図–9 軸力を受ける両端固定梁

図–10 軸力を受ける両端固定梁の軸ひずみ du1
dx1
と関連する一

般化変位 ga

図–11 軸力を受ける両端固定梁の左支点付近の変形（参照解）

軸方向の要素寸法と同じとした．両端の ũ3，θ，gs，gb，
gaを 0とし，断面変形も拘束することで固定端とした．
左端で ũ1 = 0とし，右端に強制変位 ũ1 = −8.0 × 10−4m
を与え梁を圧縮した．
本手法の精度を比較するための参照解として，連続

体有限要素モデルによる解析を行った．断面の要素分割
は代表体積要素のモデルと同じとし，軸方向は 384分
割とし，総要素数は 417,792要素となった．両端の断面
上の節点を全て完全拘束することで固定端をモデル化
し，右端の断面上の全ての節点に強制変位を与えるこ
とで梁を圧縮した．
本手法による x1軸方向ひずみ dũ1

dx1
と軸変形に伴う断面

変形に関連する一般化変位 gaを図–10に示す．横軸は無
次元化座標 x1/ℓで表している．軸変形に関する断面変
形の一般化変位はほぼ軸ひずみと同じで一定であるが，
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図–12 軸力を受ける両端固定梁の x1 = 1.8mに位置する断面
の断面内平均ひずみ ϵs 分布

端部は境界条件からゼロになっている．境界条件の影響
範囲は断面半径の半分程度であった．一方，軸ひずみに
関しては，従来の梁理論であれば

(
−8.0 × 10−4

)
/4.8 =

−1.67× 10−4で一定であるが，本手法による軸ひずみは
端部で減少している．これは，端部において断面変形
が拘束されているので，見掛け上の軸剛性が大きくなっ
ているためである．軸ひずみと一般化変位 gaは似た傾
向で変化しているが，断面変形を完全に拘束しても軸
剛性は有限なので，軸ひずみは支点部でゼロとはなら
ない．図–11に参照解の x1 = 0における支点（左支点）
付近の変形の様子を示す．図中の色は断面内平均ひず
み ϵs = ϵ22 + ϵ33

2
を表す．Poisson効果により断面が膨張

しているが，支点付近で急激に膨張が小さくなってい
る．本手法と参照解では自由度が異なるので単純な比
較はできないが，支点付近で断面変形が拘束されてい
る様子は定性的に一致している．

本手法による水平反力 Hp を無次元化すると Hp

EA =

1.815×10−4，同様に無次元化した参照解の反力は Hs
EA =

1.801× 10−4であった．本手法の参照解に対する相対差
は 0.78%である．なお，代表体積要素による等価剛性と
強制変位の積から得られる無次元化反力は 1.778× 10−4

であり，本手法の解および参照解がこれよりも大きく
なっているのは，両端における断面変形が拘束されて
いるためである．

Poisson効果の再現精度を確認するために，本解析結
果と参照解において断面内平均ひずみ ϵs = ϵ22 + ϵ33

2
を

比較する．本手法による断面内のひずみは，式 (9), (10)
に得られた解を代入することにより求めることができ
る．ただし，断面変形モード f aは有限要素離散化した
代表体積要素で求めているので，ここでも代表体積要
素の有限要素モデルを利用して分布を求めた．図–12は
x1 = 1.8m (x1 = 3/8)の断面における断面内平均ひずみ
ϵs 分布を示す．同図 (a)は参照解，同図 (b)は本手法に
よる解である．Poisson比の大きな充填材は断面内に膨
張すること，および本手法と参照解の ϵs 分布は定性的
に一致していることがわかる．両者の差の L2ノルムは

x1

強制変位

図–13 曲げとせん断を受ける両端固定梁

図–14 曲げとせん断を受ける両端固定梁の変形の様子

0.78%であった．ここに，L2 ノルムは√√∫
A(βp − βs)2dA∫

A β
2
s dA

(58)

により定義した．ここに，βpは本手法による解，βsは
連続体有限要素モデルによる参照解である．

(3) 曲げとせん断を受ける両端固定梁
前節と同じ両端固定梁に，図–13に示すように右端に
鉛直変位を与えることで曲げとせん断を作用させた．左
端の ũ3は 0とし，右端に強制変位 ũ3 = 8 × 10−4mを与
え，他の自由度は両端ですべてゼロとした．連続体有
限要素モデルによる参照解も前節と同様のモデルによ
り求めた．このとき，右端の断面の全節点に同じ強制
変位を与え，両端のすべての節点の他の自由度はすべ
てゼロとした．参照解の変形の様子を図–14に示した．
色は曲げ応力 σ11 であり，断面内部の応力分布がわか
るようにある範囲の要素を非表示にして示してある．
本手法による曲率 dθ

dx1
と曲げに伴う断面変形に関連

する一般化変位 gb を図–15に示す．曲げモーメントの
絶対値は両固定支点部で最も大きくなるが，一般化変
位 gbは固定端の境界条件から両端ではゼロになる．そ
のため，端部付近以外では gbは曲げモーメントと同様
に端部に近づくにつれ大きくなるが，端部付近では急
減し端部でゼロになっている．前節の軸剛性と同様に，
この断面変形の拘束により見かけ上の曲げ剛性が大き
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図–15 曲げとせん断を受ける両端固定梁の曲率 dθ1
dx1
と関連す

る一般化変位 gb

図–16 曲げとせん断を受ける両端固定充填円管梁の x1 = 1.8m
における断面の σs 分布

くなることで，モーメントの絶対値が最大となる支点
部付近で曲率も急減している．断面変形の拘束による
曲げ剛性の増大は有限なので，曲率は小さくはなるが
gb と異なりゼロにはならない．

Poisson効果による曲げに伴う断面内の応力の状態を
確認するために，図–16に x1 = 1.8m (x1 = 3/8)の断面
における無次元化断面内平均応力 σs

E
を示す．ここに

σs B
σ22 + σ33

2
, E = E1

とした．同図 (a)は参照解，同図 (b)は本手法による解
である．前節と同様に，本手法による解を変位場に代入
し，代表体積要素の有限要素モデルを用いて断面内の
応力分布を求めた．着目断面は上に凸の変形となるた
め，上側が x1軸方向に引張，下側が圧縮となる．断面
内の変形は，上側では充填材が Poisson効果により収縮
しようとするのを円管材がそれを拘束することで，充
填材には引張，円管材には圧縮の断面内平均応力が生
じている．下側は上側と圧縮・引張が入れ替わってい
る．同図 (a)，(b)の比較から，これらの変形の様子が定
性的に一致していると判断できる．また，この断面に
おいて前節と同様に断面内平均応力の差の L2ノルムを
計算すると 0.57%だった．

4. おわりに

本論文では，Poisson効果による断面内の変位を考慮
可能な梁理論を構築した．提案梁理論は，著者らのせ
ん断変形に伴う断面変形を考慮した梁理論11)に Poisson
効果による断面変形の大きさを表す 2つの一般化変位
を加えたものである．Poisson効果による変位は，梁の
代表体積要素の有限要素解析から得られ，提案梁理論
ではその変位に関連した量を断面積分した結果として
複数の断面パラメタに反映される．

Poisson効果を互いに拘束しあう断面の典型として，
充填円管の充填材・円管材に極端に異なる Poisson比の
材料を用いた複合断面梁に対して本理論を適用し，軸
剛性・曲げ剛性を評価し，従来の梁理論および先行研
究における Poisson効果を完全に拘束した場合の結果と
相互に比較した．また，両端固定で軸圧縮・曲げせん
断を与えた境界値問題を解き，連続体要素による数値
解析結果を参照解として比較した．その結果，Poisson
効果による断面内ひずみ・応力に関して本解析結果と
参照解は定性的に一致し，かつ，定量的にも 1%程度の
精度で一致することを確認した．本手法の構築におい
て，断面の形状や材料の配置に何ら条件を設けていな
いため，本手法は任意形状の複合断面の梁に適用可能
である．
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助成を受けたものです．

付録　断面積分の定義

仮想仕事式において導入した断面積分の定義を以下
に示す．

R1 B
∫

A
(λ + 2µ)x3 fs dA

R2 B
∫

A
(λ + 2µ) f 2

s dA

R3 B
∫

A
µ( f 2

s,2 + f 2
s,3) dA

R4 B
∫

A
µ fs,3 dA

R5 B
∫

A
λ( fb2,2 + fb3,3)x3 dA

R6 B
∫

A
µ fb3 dA

R7 B
∫

A
λ( fb2,2 + fb3,3) fs dA

R8 B
∫

A
µ( fb2 fs,2 + fb3 fs,3) dA

R9 B
∫

A
µ( f 2

b2 + f 2
b3) dA
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R10 B
∫

A
µ( f 2

a2 + f 2
a3) dA

R11 B
∫

A
λ( fa2,2 + fa3,3) dA

R12 B
∫

A
(λ + 2µ)x3 dA

R13 B
∫

A
(λ + 2µ) fs dA

R14 B
∫

A
λ( fb2,2 + fb3,3) dA

R15 B
∫

A
λ( fa2,2 + fa3,3)x3 dA

R16 B
∫

A
µ fa3 dA

R17 B
∫

A
λ( fa2,2 + fa3,3) fs dA

R18 B
∫

A
µ( fa2 fs,2 + fa3 fs,3) dA

R19 B
∫

A

{
(λ + 2µ)( fb2,2 fa2,2 + fb3,3 fa3,3)

+ λ( fb2,2 fa3,3 + fb3,3 fa2,2)
+ µ( fb2,3 + fb3,2)( fa2,3 + fa3,2)

}
dA

R20 B
∫

A
µ( fb2 fa2 + fb3 fa3) dA

R21 B
∫

A

{
(λ + 2µ)( f 2

b2,2 + f 2
b3,3)

+ 2λ fb2,2 fb3,3 + µ( fb2,3 + fb3,2)2
}

dA

R22 B
∫

A
(λ + 2µ)( f 2

a2,2 + f 2
a3,3)

+ 2λ fa2,2 fa3,3

+ µ( fa2,3 + fa3,2)2
}

dA

A BEAM THEORY CONSIDERING CROSS-SECTIONAL DEFORMATION DUE
TO THE POISSON EFFECT

Isao SAIKI and Ko TABUCHI

Since, in homogeneous beams, the displacement perpendicular to the axis by the Poisson’s effect is
not constrained, elementary beam theory uses a one-dimensional elastic constitutive law. However, in
composite beams consisting of multiple materials with different Poisson’s ratios, the multiple materials
constrain each other’s displacement in the perpendicular direction to the axis. Since the axial stiffness and
the bending stiffness are affected by this displacement constraints, accurate evaluation of the stiffness needs
to consider the Poisson’s effect. In this paper, we propose a beam theory that can consider Poisson’s effect
as an extension of the beam theory including the cross-sectional deformation. Comparison of the solutions
of the proposed beam and continuum shows the validity of the proposed beam theory.
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