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これまで，細長い部材におけるせん断遅れと横せん断に関する研究は別々に行われてきた．せん断遅れの研
究は，その初期のころから断面変形を考慮していたのに対し，横せん断の研究では，せん断応力分布から補正
係数を求める研究が主流であり，断面変形が陽に考慮されることはほとんどなかった．著者らは横せん断の断
面変形を陽に考慮する梁理論を構築したことから，本研究ではせん断遅れと横せん断の断面変形を統一的に考
慮可能な梁理論を提案する．提案した梁理論に必要な断面パラメータを数値的に求める方法を示し，解析解と
連続体要素を用いた有限要素解を比較し，本梁理論の妥当性を確認できた．

Key Words: shear lag, transverse shear, deformation of cross section, homogenization, Timoshenko beam

1. はじめに

金属材料を用いた薄肉断面部材は様々な工業製品に
用いられている．土木工学の分野では，薄肉構造は鋼
橋の主要な部材に広く用いられている．特に斜張橋や，
アーチ系橋梁のような長大橋においても自重軽減と剛
性確保のために大断面箱桁のような薄肉構造が用いら
れることも多い．このような構造における補剛桁の支
持間隔は，冗長性を考慮して 10ないし 20m程度とす
ることが多いようである1)．一方で，桁幅は幅員と同程
度となることから 2車線でも 10m程度であり，支持間
隔を考慮すると細長いとは言えない．桁高に関しては，
桁幅ほど大きくはないが，支持間隔を考慮するとやは
り細長いとは言えない．

支間に比べて桁幅が小さくない場合はせん断遅れに
よる変形の影響が無視できなくなる．橋梁の設計におい
ては，応力による照査が主となることから，一般的に有
効幅によりせん断遅れが考慮される2)．梁理論を拡張し，
せん断遅れ変形を直接取り入れた理論は，Reissner3)に
より提案された．その後，Song and Scordelis4) による
せん断遅れによる応力分布に調和解析を適用した解析
的手法や，著者らによる梁の代表体積要素の一様せん
断変形5) からせん断遅れ変形モードを梁理論に組み込
む半解析的手法などが提案されている6),7)．また，梁要
素にせん断遅れの自由度を付加した梁要素の提案もな
されている8),9)．

支間に比べて桁高が小さくない場合はせん断変形（横

せん断）の影響が無視できなくなる．せん断変形を考慮
した梁は Timoshenko梁10)と呼ばれ，Euler-Bernoulliの
梁が用いている断面が中立面に対して垂直を保つとい
う仮定を用いないが，断面内のせん断ひずみ分布は一
定，すなわち断面が平面保持することを仮定する．とこ
ろが，特殊な場合を除いて梁の上下縁でせん断応力はゼ
ロとなり，断面内のせん断ひずみは一定とはならない．
そのため Timoshenko梁のせん断剛性はせん断補正係数
によって修正される．様々な形状の断面に対するせん
断補正係数の研究は長年にわたって行われ11),12),13)，近
年では有限要素法を援用したせん断補正係数の研究も
報告されている14),15)．著者らは梁の代表体積要素5) の
有限要素解析から梁のせん断剛性評価に関する提案を
行っている16),17)．加えて著者らは，梁の横せん断変形
をせん断遅れと同様に独立な自由度として加えること
でより高精度な梁理論を構築できることを示した18)．

梁のせん断遅れと横せん断，ひいてはそれらによる
断面変形は，前述のようにこれまでそれぞれ独立に考
慮されてきた．ここで，著者らの横せん断剛性の研究16)

では，断面形状によって梁がせん断変形する際にせん断
遅れ変形を伴う場合，せん断遅れ変形がせん断剛性評
価に影響を及ぼすこと，せん断遅れ変形を拘束するこ
とで正確なせん断剛性評価が可能であることを報告し
ている．また，せん断遅れによる断面変形も，Reissner

や著者らのこれまでの研究においても，ウェブの上下
縁からの変位をせん断遅れ変位としており，ウェブの横
せん断による変形と分離して考慮しているとも解釈で
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図–1 解析対象と座標・領域の設定

きる．しかしながら，せん断遅れと横せん断による断
面変形は相互作用があり，統一的に考慮すべき現象で
はないかという着想に至った．そこで本研究では，せん
断遅れと横せん断による断面変形を統一的に考え，そ
の断面変形の自由度を持つ梁理論の構築を目的とする．
構築した梁理論の妥当性・精度は連続体の有限要素解
析と比較して評価する．

2. せん断遅れと横せん断による断面変形を
考慮した梁理論の定式化

この章では，著者らの既発表のせん断遅れによる断
面変形を考慮した梁理論6),7)と横せん断による断面変形
を考慮した梁理論18) を組み合わせた梁理論の定式化を
示す．

(1) 問題と変位場の設定
図–1に示すような長さ �の長さ方向に一様な任意形状
断面の梁を解析対象とする．梁軸方向を x1，梁軸直角水
平方向を x2，鉛直方向を x3とする正規直交座標系を設
定する．解析対象の梁軸方向領域を L = {x1 | 0 ≤ x1 ≤ � }，
断面の領域を Aとする．断面に x2軸周りの曲げのみが
作用したときの中立軸と，x3 軸周りの曲げのみが作用
したときの中立軸の交点を x2，x3 の原点とする．
著者ら7)は，フランジが薄いとはみなせない梁におい

て，フランジ領域のせん断遅れによる梁軸方向変位の
分布を断面内の 2方向の関数 f (x2, x3)と定義すること
を提案している．また，充実断面梁の横せん断の変形
に対する断面変形の変位場を f (x3)とした梁理論18) も
提案している．本論文では，任意形状断面の全断面領
域において，せん断遅れに起因する軸方向変位と横せ
ん断に起因する軸方向変位の両者を統合して断面変形
の変位場を f (x2, x3)とすることを提案する．梁の断面
の回転を θ(x1)，断面変形の変位場 f に対する一般化変
位を g(x1)とすると，梁の軸 (x1)方向変位場は

u1 = x3θ + f (x2, x3) g(x1) (1)

と表すことができる．
断面の平均的な横せん断変形 γ̃を Timoshenko梁と同

様に断面の回転とたわみ角の差として

γ̃(x1) := θ(x1) − (−u′3) (2)

と定義する．ここに :=は定義，(·)′は x1に関する導関
数を表す．また，軸方向と直交する 2方向の変位場は通
常の梁理論と同様に u2 = 0，u3 = u3(x1)とすると，変
位場から導かれるひずみは

ε11 =
∂u1

∂x1
= x3θ

′ + f g′ (3)

γ12 =

(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)
= f,2 g (4)

γ13 =

(
∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1

)
= γ̃ + f,3 g (5)

となる．ここに，(·),i は xi に関する偏導関数を表す．

(2) 支配方程式の定式化
解析領域を V := L × Aとし，単位軸方向長さ当たり

の x3 方向の分布荷重 q(x1)と境界条件としての表面力
pi (i = 1, 3)を考慮した仮想仕事式は∫

V
{Eε11δε11 +G (γ12δγ12 + γ13δγ13)} dV

=

∫
L

qδu3 dx +
∫
∂V
{p1δu1 + p3δu3} dA

(6)

と表せる．ここに，∂V は解析領域の境界面（梁の両端
の断面），δ(·)は (·)の仮想ひずみもしくは仮想変位を
表す．上式に式 (3)，(4)，(5)を代入すると∫

V

{
E

(
x3θ
′ + fg′

) (
x3δθ

′ + f δg′
)

+G
(
f,2g

) (
f,2δg

)
+G

(
γ̃ + f,3g

) (
δγ̃ + f,3δg

)}
dV

=

∫
L

qδu3 dx +
∫
∂V
{p1δu1 + p3δu3} dA

(7)
を得る．上式を展開すると∫

V
E

(
x2

3θ
′δθ′ + fg′x3δθ

′ + x3θ
′ f δg′ + f 2g′δg′

)

+G
{
( f,2)2gδg +

(
γ̃ + f,3g

)
δγ̃ +

(
γ̃ + f,3g

)
f,3δg

}
dV

=

∫
L

qδu3 dx +
∫
∂V

(x3 p1δθ + p1 f δg) dA

+

∫
∂V

p3δu3 dA

(8)
となり，さらに断面積分を実行すると，最終的に弱形
式の支配方程式∫

L

{
Kbθ

′ δθ′ + R1g
′δθ′ + R1θ

′δg′ + R2g
′δg′

+ (Ksγ̃ + R4g)δγ̃ + (R4γ̃ + R3g)δg
}

dx1

=

∫
L

qδu3 dx1 +
(
Mδθ + Dδg + Qδu3

)∣∣∣∣
x=0,�

(9)
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を得る．ここに，Kb，Ksはそれぞれ合成断面の曲げ剛
性およびせん断剛性1，Riは断面変形に関するパラメタ
であり，Aを断面として

Kb :=
∫

A
E(x3)2 dA, Ks :=

∫
A

G dA,

R1 :=
∫

A
Ex3 f dA, R2 :=

∫
A

E f 2 dA,

R3 :=
∫

A
G

{
( f,2)2 + ( f,3)2

}
dA, R4 :=

∫
A

G f,3 dA

(10)
と定義した．また，M, D, Qは端部断面に作用する外力
の合力で

M :=
∫

A
x3 p1 dA, D :=

∫
A

p1 f dA,

Q :=
∫

A
p3 dA

(11)

と定義した．M は外力モーメント，Dは断面変形に関
する一般化外力，Qは鉛直外力である2．
これを弱形式の支配方程式 (9)に代入し，支配方程式
の独立変数を u3, θ, gから u3, γ̃, gと変換すると∫

L

{(
Kbθ

′ + R1g
′) (δγ̃′ − δu′′3 )

+
(
R1θ

′ + R2g
′) δg′

+ (Ksγ̃ + R4g)δγ̃ + (R4γ̃ + R3g)δg
}

dx1

=

∫
L

qδu3 dx1 +
(
M

(
δγ̃ − δu′3

)
+ Dδg + Qδu3

)∣∣∣∣
x=0,�

(12)
となる．
式 (12)の δu3に関する項を取り出し，δu3の導関数を
含む項を部分積分すると

[(
Kbθ

′′ + R1g
′′) δu3

]L

0
−

[(
Kbθ

′ + R1g
′) δu′3]L

0

−
∫

L

(
Kbθ

′′′ + R1g
′′′ + q

)
δu3 dx

=
(
Qδu3 − Mδu′3

)∣∣∣∣
x=0,�

(13)

を得る．
式 (12)の δγ̃に関する項を取り出し，δγ̃′を含む項に

部分積分を適用すると
[(

Kbθ
′ + R1g

′) δγ̃]�
0

+

∫
L

(−Kbθ
′′ − R1g

′′ + Ksγ̃ + R4g
)
δγ̃ dx1

=
(
Mδγ̃

)∣∣∣∣
x=0,�

(14)

を得る．
式 (12)の δgに関する項を取り出し，δg′を含む項に

1 定義式から明らかなように，Ks は断面変形がない，すなわちせ
ん断ひずみが断面内で一様と仮定した場合のせん断剛性である．

2 簡単のために軸力
∫

A p1 dA はゼロとした

部分積分を適用すると[(
R1θ

′ + R2g
′ − D

)
δg

]�
0

+

∫
L

(−R1θ
′′ − R2g

′′ + R4γ̃ + R3g
)
δg dx1

=
(
Dδg

)∣∣∣∣
x=0,�

(15)

を得る．
以上から，強形式の支配方程式は

Kbθ
′′′ + R1g

′′′ + q = 0 (16)

−Kbθ
′′ − R1g

′′ + Ksγ̃ + R4g = 0 (17)

−R1θ
′′ − R2g

′′ + R4γ̃ + R3g = 0 (18)

となる．式 (16)は曲げモーメント，式 (17)はせん断力，
式 (18)は断面変形に関するつり合い式である．
式 (16)における R1を含む左辺第 2項は，著者らの文

献6),7)では曲げモーメントのつり合い式におけるせん断
遅れの影響を表す項である．これらの文献では，Reissner
に倣い，フランジとウェブの交点を基準とした軸方向
変位を断面変形モード f としていた．本論文では，フ
ランジ領域・ウェブ領域を区別せず，かつ，せん断遅れ
と横せん断に起因する断面変形を区別せずに統一的に
扱うために，著者らによる文献18) と同様に代表体積要
素に一様せん断変形を与えたときの軸方向変位をその
まま断面変形モード f として用いる．断面の回転角に
対しても文献17) で提案する回転角 θ

θ =
1

Kb

∫
A

Ex3u1dA (19)

を用いる．この u1をそのまま断面変形モード f に用い
るので，Kb � 0より式 (10)で定義する R1 は

R1 =

∫
A

Ex3 f dA = 0 (20)

となる．すると支配方程式は

Kbθ
′′′ + q = 0 (21)

−Kbθ
′′ + Ksγ̃ + R4g = 0 (22)

−R2g
′′ + R4γ̃ + R3g = 0 (23)

となる．ここで，前述のせん断遅れに関する項である
R1 を含む項がゼロとなり，支配方程式に含まれなくな
る．その代わりに式 (19)で定義される断面の回転角に
せん断遅れに起因する変位も含まれているので，R1 に
関する項を含まない支配方程式 (21), (22), (23)はせん断
遅れの影響を考慮していることとなる．また，式 (23)
左辺第 3項の R3に面内せん断変形，すなわちせん断遅
れの影響が直接考慮されている．
直応力 σ11 := Eε11 と横せん断応力 σ13 := Gγ13 を定

義し，それらによる合応力，すなわち断面力 M，D，Q
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図–2 箱断面

を表面力による合応力の定義式 (11)と同様とすると

M :=
∫

A
x3σ11 dA =

∫
A

x3Eε11 dA

=

∫
A

{
(x3)2Eθ′ + x3E fg′

}
dA = Kbθ

′
(24)

D :=
∫

A
fσ11 dA =

∫
A

Eε11 f dA

=

∫
A

E
{
f x3θ + f 2g′

}
dA = R2g

′
(25)

Q :=
∫

A
σ13 dA =

∫
A

Gγ13 dA

=

∫
A

G
{
γ̃ + f,3g

}
dA = Ksγ̃ + R4g

(26)

のように断面力を変形で表現することができる．ここ
に，M は曲げモーメント，Qはせん断力，Dは断面変
形に関する一般化変位 gと仕事共役な一般化力であり，
R1 = 0を考慮した．式 (26)と式 (22)より，せん断力は

Q = Kbθ
′′ = M′ (27)

と表すこともできる．
式 (13)–(15)の境界 x1 = 0, �の項より，境界条件が

Qni = Qi or u3 = (u3)i (28)

Mni = Mi or θ = θi (29)

Dni = Di or g = gi (30)

により与えられる．ここに，下付き i = 1, 2はそれぞ
れ x1 = 0, �における諸量を意味し，n1 = −1，n2 = 1で
ある．

3. 均質箱断面梁による検証

(1) 問題設定
せん断遅れと横せん断による断面変形が曲げに対して

無視できない影響をおよぼす典型的な部材として，図–
2に示す単一材料の箱断面の梁を選択し，提案した梁理
論の精度を検証する．箱断面の寸法は幅 b = 80，高さ
h = 20，ウェブ厚 tw = 1，フランジ厚 t f = 3とした．材

図–3 箱断面梁の代表体積要素のせん断変形

料は等方弾性体とし，Young率は E = 1，Poisson比は
ゼロ（せん断弾性係数はG = 0.5）とした．この断面の
幅と高さの比は冒頭で述べた長大橋の補剛桁で採用さ
れるものと同じ程度である．
この箱断面梁に対して，式 (1)で定義される本提案梁

理論で採用する変位場に必要な断面変形モード f (x2, x3)
を求めるために，文献17) に基づき有限要素離散化した
代表体積要素に単位の横せん断変形を与えた．代表体
積要素は 1辺 0.5の寸法の立方体形状の 1次 6面体ア
イソパラメトリック要素を用いて離散化した．断面当
たりの要素数は 2,032となった．
代表体積要素の解析結果として得られる x2, x3各点の

軸方向変位が f である．得られた f の分布を図–3に示
す．同図 (a)は x2-x3 面で見た代表体積要素であり，色
は f，すなわち軸方向変位を表す．この f を用いて式
(10)に示すパラメタ Riを評価した．なお，パラメタ Ri

に含まれる f の導関数は，有限要素におけるひずみと
同様の手順により要素内の物性評価点（Gauss点）で評
価可能であり，面積分もGauss積分によって行った．同
図 (b)は x1-x3面で見た代表体積要素の変形であり，色
は γ13 を示す．箱断面のウェブ部分が x2 軸周りに回転
しているように見えるが，上フランジが x1の負の方向
に，下フランジが正の方向にせん断遅れ変形している
ことで断面全体としては回転がゼロとなっている．ま
た，この箱断面は上下フランジがウェブに比較して厚
いが，フランジ断面はほぼ剛体回転しており，横せん断
ひずみ γ13 もゼロに近い．同図 (c)は x1-x2 面で見た代
表体積要素の変形であり，色は γ12を示す．単純な箱断
面であるため，上下フランジに見られるせん断遅れ変
形は Reissner3)が仮定した放物線に近い．この代表体積
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表–1 箱断面梁の断面のパラメタ

Kb/Eλ4 3.550 × 104

Ks/Gλ2 254.0
R2/Eλ4 1.374 × 103

R3/Gλ2 241.4
R4/Gλ2 −241.4

図–4 等分布荷重を受ける単純梁

図–5 単純梁の有限要素モデル（参照解用）

要素の解析により得られた f から決定される断面パラ
メタを表–1に示す．表中の値は Young率 E，せん断弾
性係数Gと単位の長さ λでそれぞれ無次元化した．な
お，図–3では x1-x2-x3座標を x-y-zで表示しており，以
降の図も同様とする．
図–4に示す単純支持梁の境界値問題を考え，通常の

連続体ソリッド要素による数値解析結果を参照解とす
る．本提案手法による解3を参照解と比較しその精度・
妥当性を評価する．支間長 � = 400とし，細長比は約
48である．比較対象としたソリッド要素によるモデル
を図–5に示す．支間中央断面に対する対称性を利用し
1/2モデルとした．要素寸法は代表体積要素と同じ 1辺
0.5の立方体とし，総要素数は 812,800要素である．分
布荷重はウェブに相当する要素に物体力として載荷し
た．ヒンジ支点は支点上の全ての節点を x3方向に拘束
してモデル化した．対称条件は対称面上のすべての節
点を x1 方向に拘束してモデル化した．

(2) たわみと軸ひずみの軸方向分布
本手法と参照解および Euler-Bernoulli梁によるたわ
み wを図–6に示す．たわみは Euler-Bernoulli梁による
支間中央のたわみで無次元化している．なお，参照解

3 対応する境界値問題の本手法による解析解を付録 I に記した．

図–6 箱断面梁のたわみ

表–2 箱断面梁のたわみ相対差の比較

Timoshenko Reissner
本手法 (Cowper) +Timoshenko

支間中央 2.0 × 10−5 −1.2 × 10−2 2.3 × 10−2

L2 4.3 × 10−5 1.2 × 10−2 2.4 × 10−2

のたわみは断面の平均たわみ

w(x1) =
1
A

∫
A

u3(x1, x3)dA (31)

である．また，同図にはReissnerの方法によりせん断遅
れを考慮した梁のたわみ（Timoshenko梁の横せん断に
よるたわみを含む4）も比較のために示している．径間中
央の最大たわみで，参照解はEuler-Bernoulli梁に対して
17%程度大きい．図中には示していないが，Timoshenko
梁の結果も含めたたわみの参照解との相対差比較を表–2
にまとめた．ここで，相対差 L2ノルムは，各手法によ
る解 βpと参照解 βsとの差の L2ノルムを参照解の L2ノ
ルムで無次元化し√√√√√√√√√√√

∫
L

(
βp − βs

)2
dx1∫

L
(βs)2 dx1

(32)

と定義した．参照解との差で比較すると，径間中央た
わみと L2 ノルムの双方で，本手法は Timoshenko梁や
Reissnerの方法の 200分の 1以下程度であり，参照解
に対する精度が最も良かった．Reissnerの方法の精度が
Timoshenko梁に対して改善していない理由は，Rissner
の方法ではフランジが非常に薄いという仮定を用いてい
るが，本例題ではフランジ厚が断面高さに対して 15%
と薄くないためであると考えられる．
本手法と参照解および Euler-Bernoulli梁5と Reissner

による軸ひずみ ε を図–7に示す．同図は引張側フラン
4 せん断補正係数は Cowper11) による係数を用いた．
5 軸ひずみの評価において，Euler 梁と Timoshenko 梁は等価であ
る．
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図–7 箱断面梁の軸ひずみ

表–3 箱断面梁下フランジの軸ひずみ相対差の比較（支間中央）

本手法 Euler梁 Reissner

中央 2.1 × 10−6 6.8 × 10−3 −6.3 × 10−2

端部 2.3 × 10−7 −5.8 × 10−2 −4.8 × 10−2

ジの橋軸直角方向中央と端部（ウェブ外側）のそれぞ
れにおいて軸ひずみの軸方向分布を示している．フラ
ンジの板厚方向の位置は最外縁であり，該当する要素
内の平均値を採用した．これらのひずみ評価点の位置
は図–2にも示した．軸ひずみは，本手法においては式
(3)により求めた．Euler梁は橋軸直角方向には一様な
ので橋軸直角方向位置による区別はない．それぞれの
軸ひずみは Euler梁の支間中央の軸ひずみにより無次元
化している．フランジのせん断遅れにより，橋軸直角
方向中央部の軸ひずみは Euler 梁の軸ひずみよりわず
かに（参照解で 0.7%程度）小さく，橋軸直角方向端部
（ウェブ上）で 6%大きい．本手法による解は参照解と
図においてほぼ重なっている．一方，Reissnerによる解
は，ひずみが端部で大きく中央部で小さいというせん
断遅れの定性的な傾向は表現できているが，全体的に
ひずみを過小評価している．ここで，支間中央におけ
る，参照解を基準とした相対差を表–3に示す．Euler梁
はせん断遅れを考慮していないので相対差が大きくな
るのは当然であるが，Reissnerによる解も Euler梁に対
して定量的には精度を改善できていない．それに対し
て，本手法は相対差 10−6という良い精度で参照解を再
現できた．

4. 非均質断面梁による検証

(1) 問題設定
図–8に示す非均質断面の梁に対して本提案手法の妥

当性と精度を検証する．ともに等方弾性体の材料 1, 2

の Young 率を E1, E2 とし，E2 = E1 × 10−3 とした．

material 1

material 2material 2

1

1

0.1

0.1

0.1
0.45

図–8 非均質断面

表–4 非均質断面梁の断面のパラメタ

Kb/Eλ4 4.497 × 10−2

Ks/Gλ2 0.1404

R2/Eλ4 3.470 × 10−4

R3/Gλ2 9.770 × 10−2

R4/Gλ2 −9.770 × 10−2

Poisson比は材料 1, 2ともにゼロとした（せん断弾性係
数は Gi = Ei/2 (i = 1, 2)）．このような非均質断面は，
鉄骨鉄筋コンクリート (SRC)部材に見られる．本例で
はコンクリートに相当する材料 2の剛性をやや誇張し
て小さくしているが，これは，せん断遅れと横せん断が
同程度に生じることを意図した．この非均質断面梁は，
著者らの過去の文献16) にてせん断剛性評価を行ってい
るが，せん断遅れを拘束することで精度の良いせん断
剛性が評価できたと報告している．本論文では，せん
断遅れと横せん断の断面変形を統一的に扱える梁理論
を提案しているので，せん断遅れを拘束せずに文献17)

と同じ断面回転の定義を用いて代表体積要素に一様せ
ん断変形を与えた．
代表体積要素は文献16)と同様に縦横 40分割し，断面

あたり 1,600要素の立方体形状の 6面体 1次アイソパ
ラメトリック要素を用いてモデル化した．図–9に代表
体積要素の一様せん断変形を示す．図–9 (a)は x2-x3 面
で見た代表体積要素であり，色は f，すなわち軸方向変
位の分布を示す．この図から上下縁付近がせん断遅れ
変形していることが確認できる．同図 (b)は x1-x3面で
見た代表体積要素の変形であり，色は γ13を示す．この
図からは剛性の小さい材料 2の x1-x3面でのせん断変形
（横せん断変形）が大きいことが確認できる．一方，上
下縁にある材料 1の領域はほぼ剛体回転しており，横
せん断ひずみ γ13 はゼロに近い．同図 (c)は x1-x2 面で
見た代表体積要素の変形であり，色は面内せん断ひず
み γ12を示す．この図の変形と面内ひずみひずみ分布か
らも断面の上下端付近がせん断遅れ変形していること
が確認できる．この代表体積要素の解析により得られ
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図–9 非均質断面梁の一様せん断変形

図–10 集中荷重を受ける単純支持梁の境界値問題

た f から決定される断面パラメタを表–4に示す．表中
の値は材料 1の Young率と単位の長さでそれぞれ無次
元化した．

図–10に示す単純支持梁の境界値問題を考え，前章と
同様に通常の連続体ソリッド要素による数値解析結果
を参照解として，本提案手法による解を比較しその精
度・妥当性を評価する．支間長 � = 5とし，細長比は
約 12.5である．支間中央断面に対する対称性を利用し
1/2モデルとした．要素寸法は代表体積要素と同じ 1辺
0.025の立方体とし，総要素数は 160,000要素である．
支点および対称条件のモデル化は，前章と同様であり，
荷重は対称面上のすべての節点に x3方向の強制変位を
与えることでモデル化した．この問題の 1/2モデルは，
先端に集中荷重を受ける片持梁と等価になる．本手法
の対応する境界条件における解析解を付録 IIに記した．

図–11 非均質断面梁のたわみ

図–12 非均質断面梁の軸ひずみ

(2) たわみと軸ひずみの軸方向分布

本手法と参照解および Euler-Bernoulli梁によるたわ
み wを図–11に示す．たわみは Euler-Bernoulli梁による
支間中央のたわみで無次元化し，左支点から対称面で
ある支間中央までを示している．なお，参照解のたわ
みは断面の平均たわみである．径間中央の最大たわみ
で，参照解は Euler-Bernoulli梁に対して 50%程度大き
い．本手法によるたわみの参照解との相対差は，集中
荷重載荷点の支間中央におけるたわみで 7.4× 10−3，L2

ノルムで 6.7 × 10−3 であった．
本手法と参照解および Euler-Bernoulli梁による軸ひ
ずみ ε を図–12に示す．参照解の軸ひずみは材料 1を I
形断面と考えたときのフランジの鉛直 (x3)方向最も外
側の要素で，かつ幅 (x2)方向の中央（ウェブ上）と端
部の 2箇所を示している．本手法においては，式 (3)に
より参照解と同じ位置で求めた．Euler梁は参照解と同
じ高さで評価した．それぞれの軸ひずみは Euler梁の支
間中央の軸ひずみにより無次元化している．フランジ
のせん断遅れにより，フランジ端部の軸ひずみは Euler
梁の軸ひずみよりわずかに（参照解で 0.7%程度）小さ
く，中央（ウェブ上）で 6%大きい．本手法による解は
参照解との全体的な傾向を表現できている．載荷点付
近では図からもやや差があることがわかるが，載荷点
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図–13 非均質断面梁の断面変形 g

図–14 非均質断面梁の面内せん断変形 γ12 分布

に最も近い要素から支点に向かって 15%, 8%, 4%の相
対差があったが，それ以降は 3%以下となっていた．一
方，支点付近において本手法の解と参照解の差が認め
られるが，参照解の変形を確認したところ，x2 方向の
伸縮変形がみられた．これは，梁の端部で断面の変形
が自由となっていることから，本手法で考慮していな
い断面変形モードが現れたためであると考える．
次に，本手法により得られた断面変形に関する一般

化変位 gの軸方向分布を図–13に示す．gは Timoshenko

梁のせん断ひずみ P
2Kseq

で無次元化した6．中央に集中

荷重を受ける単純支持梁の左半分のせん断力は正で一
定なので，この図から，断面変形は基本的に梁のせん
断力 Qに比例することがわかる．一方，支間中央の集
中荷重載荷点においてせん断力が不連続に変化するが，
断面変形 gは連続である必要があるため，荷重載荷点
のごく近傍で連続的にゼロへと変化している．また，式
(3)から，軸方向ひずみ ε11 の断面変形による影響は g
の導関数に比例する．図–13の載荷点付近の gの変化と
図–12の載荷点付近の ε11 の変化が対応している．

(3) 断面内のひずみ分布
図–14に x1 = 1.5の断面7における面内せん断ひずみ
γ12分布を示す．同図 (a)は参照解，(b)は本手法による
解である．本手法による解は式 (4)と代表体積要素の数

6 Kseq は梁の等価せん断剛性であり，式 (I.12) で定義した．
7 参照解はソリッド要素の要素値であるため，正確には x1 = 1.5
の支点側にある要素（要素中心座標 x1 = 1.4875）の結果であり，
本手法の結果もこの座標における結果である．

図–15 非均質断面梁下フランジの面内せん断変形 γ12

図–16 非均質断面梁の面内せん断変形 γ13 分布

値解析から求めた f (x2, x3)による．式 (4)より，面内せ
ん断変形は断面変形に関する一般化変位 gそのものに
比例する．同図 (a)と (b)より，上下フランジ付近にお
いてせん断遅れ変形による面内せん断ひずみが断面中
央に対して反対称に生じており，本手法と参照解のひ
ずみ分布は定性的に一致していることがわかる．次に，
本手法による解の定量的な比較のため，図–15に同断面
における下フランジの最も外側（下フランジ下面）の
要素と最も内側（下フランジ上面）の要素の面内せん
断ひずみ分布の x2方向分布を示す．なお，面内ひずみ
γ12は

P
2Kseq

で無次元化している．本手法の解の参照解

に対する相対差は，参照解がもっとも大きい点におい
て 2.5%，x2 方向に積分した L2 ノルムでは下フランジ
上下面でそれぞれ 3.2%，5.4%であった．

図–16に x1 = 1.5の断面における横せん断ひずみ γ13

分布を示す．同図 (a)は参照解，(b)は本手法による解
である．本手法の解は式 (5)と代表体積要素の数値解析
から求めた f (x2, x3)により求めた．式 (5)より，横せん
断変形も面内せん断変形と同じく断面変形に関する一
般化変位 gそのものに比例する．同図 (a)と (b)より，
上下フランジに横せん断変形はほとんど生じておらず，
上下フランジの間，特に材料 2において横せん断変形
が支配的となっていることがわかる．本手法と参照解は
このようなひずみ分布において定性的に一致している．
図–17に同断面における x2方向最も外側の要素と x2方
向中央（ウェブ中央）の要素の横せん断ひずみ γ13分布
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図–17 非均質断面梁の横せん断変形 γ13

の x3方向分布を示す．なお，γ13は
P

2Kseq
で無次元化し

ている．本手法の解の参照解に対する相対差は，参照
解がもっとも大きい点において −5.3%，x3 方向に積分
した L2 ノルムではウェブ端部・中央でそれぞれ 3.6%，
2.1%であった．

5. おわりに

本論文では，梁のせん断遅れ変形と横せん断変形に
よる断面変形を統一的に考慮可能な梁理論を構築した．
提案した梁理論には 3つの付加的な断面特性が必要と
なるが，著者らが過去に発表した均質化法を梁に適用
した代表体積要素の数値解析により付加的な断面特性
を数値的に得る方法を具体的に示した．

幅の広い（径間長の 1/5）均質箱断面梁に対して本理
論を適用し，連続体要素による数値解析結果を参照解
とし，結果を比較した．その結果，たわみに関して著者
らの過去の結果16) と比較して精度が改善されることを
示した．せん断遅れ変形の影響を受ける軸ひずみに関
しても，参照解を精度よく再現できることを確認した．

剛性差の大きい（103）2材料からなる非均質断面梁
に対しても本手法を参照解と比較した．本手法の解の
参照解に対する相対差は，たわみに関しては 1%未満程
度であった．軸ひずみやせん断ひずみに関しては相対
差は 5%程度であったが，非均質断面に特有の複雑な変
形性状を再現することができた．

謝辞：本研究の一部は JSPS科研費 15K14017（代表：
斉木　功），18K04318（代表：斉木　功）の助成およ
び日本鉄鋼連盟鋼構造研究支援助成を受けたものです．

付録 I 等分布荷重を受ける単純梁の解析解

単純支持の境界条件は
M(0) = 0, M(�) = 0,
u3(0) = 0, u3(�) = 0,
D(0) = 0, D(�) = 0

(I.1)

である．最後の 2式は支点で断面変形の拘束がないこ
とを意味する．
モーメントのつり合いより

M(x) =
q�
2

x − q
2

x2 (I.2)

を得る．曲げモーメントと支配方程式 (16)より

Kbθ
′′ =

q�
2
− qx (I.3)

を得る．せん断力のつり合い式 (17)より断面の平均的
な横せん断変形を

γ̃ =
1
Ks

(
q�
2
− qx − R4g

)
(I.4)

と表すことができる．上式と支配方程式 (18)から断面
変形に関する一般化変位 gは

g′′ − k2g =
R4

KsR2

(
q�
2
− qx

)
(I.5)

と表される．ここに

k2 :=
R3

R2
− (R4)2

KsR2
(I.6)

とした8．上式の一般解は

g = c1ekx + c2e−kx +
qR4

k2KsR2

(
x − �

2

)
(I.7)

である．ここに，eは Napier数，ciは積分定数である．
Dに関する境界条件より，積分定数が

c1 = − qR4

KsR2k3 (
ek� + 1

) , c2 =
qR4ek�

KsR2k3 (
ek� + 1

) (I.8)

と決定できる．
式 (I.2)を考慮して式 (24)を積分すると断面の回転角

θ =
q

Kb

(
�x2

4
− x3

6
+ c3

)
(I.9)

を得る．ここに c3は積分定数である．式 (I.7)で求めら
れた gを用いると，式 (I.4)により

γ̃ =
q
Ks

(
�

2
− x

)
− R4

Ks

(
c1ekx + c2e−kx +

R4q (x − �/2)
KsR3 − (R4)2

)

=
q

Kseq

(
�

2
− x

)
− R4

Ks

(
c1ekx + c2e−kx

)
(I.10)

8 k2 ≥ 0 であることは Cauchy-Schwarz の不等式
∫ b

a
g(x)2 dx

∫ b

a
h(x)2 dx ≥

(∫ b

a
g(x)h(x) dx

)2

において g(x) =
√

G, h(x) =
√

G( f 2
,2 + f 2

,3)とおくことで確認でき
る． f,2 ≡ 0 かつ f,3 ≡ 0 のとき k2 = 0 となるが，この場合は断
面変形がないということであり，本理論は Timoshenko梁理論と
一致する．
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となるので，θ = γ̃ − u′3 より

u′3 =
q

Kb

(
x3

6
− �x

2

4
− c3

)
+

q
Kseq

(
�

2
− x

)

−R4

Ks

(
c1ekx + c2e−kx

) (I.11)

を得る．ここに

Kseq := Ks − (R4)2

R3
(I.12)

と定義した．式 (I.11)を積分すると

u3 =
q

Kb

(
x4

24
− �x

3

12
− c3x

)
+

q
Kseq

(
�x
2
− x2

2

)

− R4

kKs

(
c1ekx − c2e−kx

)
+ c4

(I.13)

を得る．積分定数 c3, c4 は u3 に関する境界条件より

c3 = − �
3

24
, c4 = − q(R4)2

k4(Ks)2R2
(I.14)

と定まる．なお，たわみを表す式 (I.13)の右辺の第 1項
は Euler-Bernoulli梁の曲げによるたわみ，第 2項は平
均的な横せん断変形によるたわみ，第 3項以降は断面
変形に起因するたわみである．せん断変形によるたわ
みは，Kseq がせん断補正係数 κを含むせん断剛性 κGA

と等価であると考えれば Timoshenko梁のせん断による
たわみとなる．

付録 II 集中荷重を受ける片持ち梁の解析解

単純支持の中央に 1つの集中荷重を受ける梁は，対
称条件を考慮すると自由端に集中荷重を受ける片持ち
梁と等価である．x = 0で埋込支持され x = �の自由端
に集中荷重 Pを受ける片持ち梁の境界値問題の境界条
件は

θ(0) = 0, M(�) = 0,
u3(0) = 0, Q(�) = P,

g(0) = 0, D(�) = 0

(II.1)

である．最後の 2つは埋込支点での断面変形がゼロで
あること，および自由端で断面変形の拘束がないこと
を意味する．

M(�)および Q(�)に関する境界条件より

M(x) = Px − P� (II.2)

を得る．
M = Kbθ

′および q = 0を考慮し，上式を式 (22)に代
入すると

γ̃ =
1
Ks

(P − R4g) (II.3)

となる．上式を式 (18)に代入すると

g′′ − k2g =
R4P
KsR2

(II.4)

となる．上式の一般解は

g = c1ekx + c2e−kx − PR4

k2KsR2
(II.5)

である．gおよび Dに関する境界条件より，積分定数は

c1 =
PR4e−k�

2k2KsR2 cosh(k�)
, c2 =

PR4ek�

2k2KsR2 cosh(k�)
(II.6)

となる．
式 (24)を積分すると

θ =
1

Kb

(
Px2

2
− P�x

)
+ c3 (II.7)

を得る．θに関する境界条件より

c3 = 0 (II.8)

となる．式 (II.5)で求められた gを用いると，式 (II.3)
により

γ̃ =
P
Ks
− R4

Ks

(
c1ekx + c2e−kx − PR4

k2KsR2

)
(II.9)

となるので，θ = γ̃ − u′3 より

u′3 =
P
Kb

(
− x2

2
+ �x

)
+

P
Kseq
− R4

Ks

(
c1ekx + c2e−kx

)
(II.10)

を得る．式 (II.10)を積分するとたわみ

u3 =
P
Kb

(
− x3

6
+
�x2

2

)
+

Px
Kseq

− R4

kKs

(
c1ekx − c2e−kx

)
+ c4

(II.11)

を得る．u3 に関する境界条件より，積分定数が

c4 = − P(R4)2

(Ks)2R2

sinh(k�)
k3 cosh(k�)

(II.12)

と決定される．
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