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構造解析において，対象構造や部材の形状により連続体要素と梁要素の両方を用いることにより計算効率を
向上することができる場合がある．しかし，薄肉断面や複合断面のような断面変形が無視できない部材におい
ては，平面保持を仮定した梁要素を連続体要素に接続すると，両要素間の接続部での変位場の不整合から，接
続部での応力や変形の解析精度が低下することが知られている．この問題の原因である変位場の不整合を解決
するために，均質化法を梁に適用することで，せん断遅れや横せん断変形などの断面変形の考慮を可能とした
梁要素を連続体要素と接続することを提案する．提案手法により異種要素を接続したモデルの解を連続体要素
のみを用いたモデルの解と比較することで，提案手法の妥当性と精度を確認した．
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1. はじめに

橋梁等の構造物の有限要素解析において，梁要素を
使うと連続体要素を使ったときに比べモデル全体の自
由度を低減することができる．しかしながら，アーチ
橋における補剛桁とアーチの剛結部やラーメン橋の梁
と柱の剛結部，桁橋における支点部などでは梁理論の
変位場では再現できない局所的な変形が生じる．これ
により，梁要素のみでモデル全体を作成すると，剛結
部や支点部の局所的な変形により解析の精度が低下す
る．そこで，局所的な変形が生じる部分を連続体要素
で，断面が一様である部分は梁要素を用いてモデル化
することで，連続体要素のみでモデル化した場合より
も自由度を低減し，計算コストを抑えることができる．
アーチ系橋梁や斜張橋等の比較的規模の大きな橋梁

では，薄肉の箱形断面を用いることが多いようである．
特に補剛桁は支間に比べ幅員が大きくなる．このよう
な幅広薄肉断面部材では，フランジ部に発生する面内
せん断応力によって，せん断遅れ変形が発生する．ま
た，ウェブ部でも面外せん断により断面変形が生じる．
構造解析で通常用いられる初等梁理論では断面変形を
無視した平面保持を仮定しているが，せん断遅れや面
外せん断変形が発生すると，初等梁理論によって求め
られる橋軸方向直応力よりも大きな応力が主桁部に生
じ，その分布も断面内で一定ではない．さらに，幅広薄
肉断面の構造物を初等梁理論に基づく梁要素と連続体
要素を多点拘束法1),2) により接続してモデル化すると，

接続部の断面が平面に拘束されるため，接続部の応力
の解析精度が低下することが知られている．
これらの問題を解決するために以下のような研究が
行われてきた．連続体要素と梁要素の自由度の不整合
を解決するためのアプローチとして，遷移要素3) と呼
ばれる異なる自由度を有する要素を接続する特殊な要
素を導入する手法4) が提案されている．また，変分法
的定式化に基づくアプローチとして，Nitsche法を用い
た研究5),6),7),8)が行われている．Nitsche法は接続部での
表面力による仕事がゼロになる条件を用いて，変位の
みならず応力の連続性を課す手法である．他の変分法
的な定式化に基づくアプローチとして，変位と断面の
回転のみ連続させる varlinks9)が提案されている．これ
によれば梁要素の変位場に起因する断面変形の過剰な
拘束を連続体要素が受けることがないが，断面変形の
連続性は考慮することができない．
梁の断面変形はせん断遅れや横せん断といった要因
ごとに研究がなされている．せん断遅れの初期の研究
は，Reissner10)によりなされた．Reissnerはフランジの
軸方向変位分布を 2次関数として近似し，せん断遅れの
程度を表す自由度を追加した梁理論を定式化している．
その後，軸方向変位分布を高次化・高精度化する試み
が Chang and Yun11)，Song and Scordelis12)，Evans and
Ahmad13)によって行われた．近年では Prokić14)や Luo
et al.15) により，Reissnerの手法で導入したせん断遅れ
の程度を表す自由度を他の変位とともにそのまま離散
化する数値解析が提案されている．著者らのグループも
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図–1 正規直交座標系の設定

均質化法を梁理論に適用し16)，代表体積要素によって
断面変形モードを数値的に求める半解析的手法17),18)や，
断面変形の自由度を組み込んだ梁要素19) を提案した．
横せん断については，直接的に断面変形をモデル化

せず，断面変形の結果生じる応力の分布を考慮した研究
が Cowper20)によってなされた．近年では梁断面に特化
した有限要素離散化により断面変形を求める方法21) も
提案されている．著者らのグループも梁の代表体積要
素に剛体回転拘束を組み込むことにより，断面変形を
数値的に評価する方法を提案している22),23)．横せん断
による断面変形を直接的に考慮した研究としては，梁
ではないが複合板に対する Reddyの研究24)が挙げられ
る．著者らも前述した代表体積要素により求めた断面
変形を独立自由度として考慮する梁理論を提案した25)．
本論文では，著者らが開発した梁の均質化法により

せん断に伴う断面変形を考慮した梁要素を連続体要素
と接続する方法を提案する．接続する梁要素には断面
変形を考慮しているので，基礎的な拘束条件式を用い
た接続法を用いても従来の初等梁を接続するときのよ
うな断面変形の拘束による解析精度の低下を低減でき
ると考えた．提案手法の妥当性を，連続体要素のみで
求めた数値解と比較することで確認する．

2. 梁の変位場
図–1に示すように，橋軸方向を x1，橋軸直角水平方

向を x2，鉛直方向を x3とする正規直交座標系を設定す
る．x2軸まわりの曲げと x3軸まわりの曲げは独立であ
るため，本論文では x1-x3面内の 2次元問題の定式化を
示す．そのため，x1，x3 方向の変位のみを考慮し，x2

方向の変位は発生しないものとする．

(1) 断面変形を考慮した梁の変位場
著者らの既発表の文献17),18)で提案されている梁の変

位場を要約する．梁の断面内の任意の点における軸方
向（x1 方向）の変位 u1 を，断面の重心部の x1 方向変
位 ub

1，断面の回転 θbおよび断面変形を表す一般化変位
gb による変位の和として

u1(x1, x2, x3) = ub
1(x1) + x3θ

b(x1) + f (x2, x3)gb(x1) (1)

と表す．ここで，f (x2, x3)はせん断による断面のゆがみ
変位の分布を表す関数であり，周期境界条件のもとで

図–2 断面変形を考慮した梁要素の自由度

梁の代表体積要素にせん断変形を与えた際の断面の任
意の点の x1方向変位とする25)．また，θb = γ̃b −

dub
3

dx1
は

断面の回転角，γ̃b は梁の断面の平均せん断ひずみであ
る．また，鉛直方向（x3 方向）の変位 u3 は

u3(x1, x2, x3) = ub
3(x1) (2)

と表し，断面内で一様とする．

(2) Timoshenko梁の変位場

梁の断面内の任意の点における軸方向（x1 方向）の
変位 u1 を，断面の重心部の x1 方向変位 ub

1 および断面
の回転 θb による変位の和として

u1(x1, x2, x3) = ub
1(x1) + x3θ

b(x1) (3)

と表す.また，鉛直方向（x3 方向）の変位 u3 は

u3(x1, x2, x3) = ub
3(x1) (4)

と表し，断面内で一様とする．

3. 梁要素

図–1に示すような正規直交座標系を考え，すべての
要素において，x1，x3 方向の変位のみを考慮し，x2 方
向の変位は発生しないものとする．

(1) 断面変形を考慮した梁要素

図–2に示すように，断面変形を考慮した梁は 1要素
あたり 2節点で構成されており，1節点あたり x1 方向
変位 ub

1，断面の回転 θb，断面変形を表す一般化変位 gb

および x3 方向変位 ub
3 の 4つの自由度を持つ19)．また，

梁の断面の平均せん断ひずみ γ̃bを要素中心値（要素自
由度）として持つ．この要素の要素剛性方程式は，要
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図–3 Timoshenko梁要素の自由度

素自由度 γ̃b を静的縮約すると

Ke
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(5)

と表される．ここで，Keは 8×8の要素剛性行列，(F j)e
i，

(M)e
i は要素節点力で，(F j)e

i は x j方向の力，(M)e
i は x2

軸周りのモーメントである．また，(Fg)e
i は gbと仕事を

する一般化力である25)．

(2) Timoshenko梁要素
図–3に示すように，Timoshenko梁要素は 1要素あた

り 2節点で構成されており，1節点あたり x1 方向変位
ub

1，断面の回転 θb および x3 方向変位 ub
3 の 3つの自由

度を持つ．また，梁の断面の平均せん断ひずみ γ̃bを要
素自由度として持つ．要素剛性方程式は，γ̃b を静的縮
約すると
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と表さる．ここに，Kt
eは 6 × 6の要素剛性行列である．

4. 梁要素と連続体要素の接続手法
断面変形を考慮した梁要素と Timoshenko梁要素の連

続体要素との接続は変位の拘束条件式を使った多点拘
束法で行う．

(1) 断面変形を考慮した梁要素と連続体要素の接続
断面変形を考慮した梁要素と連続体要素を x1 = x1の

位置で接続するために，図–4, 5に示すように，連続体

接続面の任意の節点

変形前の連続体要素の接続面

変形後の連続体要素の接続面

図–4 断面変形を考慮した梁との接続面（x1-x2 面）

接続面の任意の節点

変形前の連続体要素の接続面

変形後の連続体要素の接続面

図–5 断面変形を考慮した梁との接続面（x1-x3 面）

接続面の任意の節点

変形前の連続体要素の接続面

変形後の連続体要素の接続面

図–6 Timoshenko梁との接続面（x1-x2 面）

要素の接続断面の各節点の x1方向変位 us
1，x3方向変位

us
3 を

us
1(x1, x2, x3) = ub

1(x1) + x3θ
b(x1)

+ f (x2, x3)gb(x1)
us

3(x1, x2, x3) = ub
3(x1)

 ∀(x2, x3) ∈ Γc (7)

の 2つの拘束条件式を用いて梁要素の自由度に従属さ
せる．ここで，f は連続体要素と同じ要素分割で得られ
ており，Γc は連続体要素の接続部の断面における節点
座標の集合である．

(2) Timoshenko梁要素と連続体要素の接続
Timoshenko梁要素と連続体要素を x1 = x1 の位置で

接続するために，図–6, 7に示すように，連続体要素の
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接続面の任意の節点

変形前の連続体要素の接続面

変形後の連続体要素の接続面

図–7 Timoshenko梁との接続面（x1-x3 面）

図–8 先端集中荷重を受ける片持ち梁

接続断面の各節点の x1 方向変位 us
1，x3 方向変位 us

3 を
us

1(x1, x2, x3) = ub
1(x1) + x3θ

b(x1)
us

3(x1, x2, x3) = ub
3(x1)

 ∀(x2, x3) ∈ Γc (8)

の 2つの拘束条件式を用いて梁要素の自由度に従属さ
せる．

5. 先端集中荷重を受ける片持ち梁による検証

先端に集中荷重を受ける均質矩形断面の片持ち梁を
用いて提案手法の検証を行う．図–8 に対象とする梁の
断面および問題の境界条件を示す．幅 b = 1 m，高さ
h = 1 m，長さ L = 5 mとし，固定端から l = 1 mを連
続体要素，その先を梁要素とした．本研究で提案する
断面変形を考慮した梁要素と連続体要素の接続モデル
（本手法），Timoshenko梁要素と連続体要素を接続した
モデル（従来の手法）を作成し，連続体要素のみを用い
た参照解と解析結果を比較する．材料は等方線形弾性
体，Young率は E = 2.0 × 1011 N/m2, Poisson比は ν = 0
とした．連続体要素は，断面を 1辺 64分割（0.015625
m）の立方体とし，梁要素の要素長は x1 方向に 0.5 m
とし，Timoshenko梁要素のせん断補正係数は κ = 5

6 と
した．固定端（x1 = 0 m）ではすべての節点を全方向に
拘束し，x1 = 5 mに位置する節点すべてに x3方向の強
制変位 δ = 0.01 mを与えた．
計算時間および総節点数を表–1に示す．本手法およ

び従来の手法によるモデルの節点数は参照解のモデル
の節点数の 1

5 程度であり，計算時間は 1
18 ないし 1

16 程
度であった．なお計算時間は Intel Core i7-8700を登載

表–1 計算時間と節点数 (片持ち梁)

総節点数
計算時間 [s] 連続体+梁

参照解 2,149.75 1, 356, 225 + 0

本手法 118.10 270, 400 + 9

従来の手法 136.87 270, 400 + 9

参照解 本手法 従来の手法

図–9 連続体要素部分の σ11 の分布

参照解
本手法
従来の手法

[×10
+8
]1 1

0.5

0

0.5

図–10 接続部の σ11 の x3 方向分布

した計算機および疎行列直接解法を用いた場合の一例
であり，本論文の他の解析例においても同様である．
固定端から l = 1 mの間の連続体要素部分の直応力
σ11 の分布を図–9に示す．連続体要素部分の直応力の
分布は本手法，従来の手法ともに参照解と定性的に一
致している．
接続部（x1 = 1 m）の連続体要素の直応力 σ11 の x3

方向分布を図–10に示す．従来の手法では上下縁で参照
解に対する再現性が低下しているが，それに比べて本
手法は全域にわたり参照解に対する再現性が改善され
ていることが確認できる．また，相対誤差 L2ノルムは，
従来の手法で 3.60 ×10−2 であるのに対し，本手法では
8.23 ×10−6 と改善した．なお，本手法および従来の手
法の解 βpと参照解 βaとの差の L2ノルムを参照解の L2
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参照解 本手法 従来の手法

図–11 連続体要素部分の τ13 の分布

本手法
従来の手法
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図–12 接続部の τ13 の x3 方向分布

ノルムで無次元化した値√√∫
L(βp − βa)2 dL∫

L(βa)2 dL
(9)

を相対誤差 L2 ノルムとして定義する．
固定端から l = 1 mの間の連続体要素部分の x1-x3 面

のせん断応力 τ13の分布を図–11に示す．せん断力一定
なので，参照解は固定端で断面変形が拘束されている
点の近傍以外は x1方向に一様であることが確認できる．
従来の手法では，固定端と接続部が同様の応力分布と
なっており，接続部でも断面変形が拘束されている影
響が見られる．それに対し，本手法では参照解に対す
る定性的な再現性が向上している．
接続部（x1 = 1 m）の連続体要素の x1-x3面のせん断

応力 τ13 の x3 方向分布を図–12に示す．従来の手法で
は，接続部において断面変形が拘束された影響により
接続部の x1-x3面のせん断応力 τ13の分布が参照解とは
異なっているが，本手法では参照解に近い分布となっ
ていることが確認できる．相対誤差 L2ノルムは，従来
の手法で 1.94 ×10−1 であるのに対し，本手法では 8.81
×10−5 と改善した．
梁上縁の直応力σ11の x1方向分布を図–13に示す．従

来の手法では接続部付近で応力が不連続となっている

参照解
本手法
従来の手法

接続部

2 4
0

5

10

[×10
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]

図–13 梁の断面上縁の σ11

図–14 等分布荷重を受ける連続梁

図–15 等分布荷重を受ける連続梁の断面 1

のに対し，本手法では接続部付近でも連続的な応力分
布となっていることが確認できる．

6. 等分布荷重を受ける連続梁による検証
図–14に示す等分布荷重を受ける連続梁を用いて提案

手法の検証を行う．支間長 L = 15 mの 3径間連続梁と
し，支点部から両側 l = 2 mを連続体要素，中間部を
梁要素とした．支点部には厚さ t = 0.02 mのダイアフ
ラムを設置し，ウェブを x3 方向に拘束した．荷重は，
梁要素で作成した部分には x1 方向に長さ当たり 1000
N/mの等分布荷重となるように各節点に x3方向の等価
節点外力を与えた．連続体要素で作成した部分では，x1

方向に長さ当たり 1000 N/m の等分布荷重となるよう
にウェブに x3方向の物体力を与えた．ウェブのみに物
体力を与えたのは，フランジの板曲げ変形が生じない
ようにするためである．本研究で提案する断面変形を
考慮した梁要素と連続体要素の接続モデル（本手法），
Timoshenko梁要素と連続体要素を接続したモデル（従
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表–2 計算時間と節点数 (連続梁・断面 1)

総節点数
計算時間 [s] 連続体+梁

参照解 191.04 1, 498, 064 + 0

本手法 58.57 511, 088 + 333

従来の手法 56.87 511, 088 + 333

図–16 中間支点付近の接続部（x1 = −5.5 m）

参照解
本手法
従来の手法
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図–17 接続部の上フランジの σ11 の x2 方向分布

来の手法）を作成し，連続体要素のみを用いた参照解
と解析結果を比較する．断面の支間に対する寸法比に
よる解析精度の違いを検証するため，2種類の断面を用
いて検証を行った．後述する 2種類の断面において，材
料は等方線形弾性体，Young率は E = 2.0 × 1011 N/m2,
Poisson比は ν = 0で共通とする．Timoshenko梁要素の
せん断補正係数の算出は Cowperの式20) を用いた．

(1) 薄肉箱断面（断面 1）による検証
図–15 に対象とする梁の断面を示す．幅 b = 4 m，高

さ h = 2 m，厚さ t = 0.02 mの断面とした．連続体要素
の要素長は，x2, x3方向に 0.02 m, x1方向に 0.04 m，梁
要素の要素長は x1 方向に 0.1 mとした．
計算時間および総節点数を表–2に示す．本手法およ
び従来の手法によるモデルの節点数は参照解のモデル
の節点数の 1

3 程度であり，計算時間は 1
3 程度であった．

中間支点付近の接続部（x1 = −5.5 m,図–16）におけ
る連続体要素の直応力 σ11 の x2, x3 方向分布をそれぞ
れ図–17, 18に示す．従来の手法では上フランジ，ウェ
ブともに端部で参照解との誤差が大きくなっているが，
本手法では全域にわたり参照解に対する再現性が改善
されていることが確認できる．相対誤差 L2 ノルムは，

参照解
本手法
従来の手法
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図–18 接続部のウェブの σ11 の x3 方向分布
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図–19 接続部の上フランジの τ12 の x2 方向分布
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図–20 接続部のウェブの τ13 の x3 方向分布

上フランジ，ウェブでそれぞれ従来の手法で 0.705, 1.11
であるのに対し，本手法では 7.39 ×10−2, 9.68 ×10−2と
改善した．
中間支点付近の接続部（x1 = −5.5 m）における連続
体要素の上フランジの x1-x2面のせん断応力 τ12の x2方
向分布を図–19に示す．従来の手法では断面変形が拘束
された影響により，x1-x2面のせん断応力が参照解に比
べかなり小さくなっているが，本手法ではせん断遅れ
変形が再現できていることが確認できる．相対誤差 L2

ノルムは，従来の手法で 0.957であるのに対し，本手法
では 8.56 ×10−2 と改善した．
ウェブの x1-x3 面のせん断応力 τ13 の x3 方向分布を
図–20に示す．従来の手法では端部で参照解との誤差が
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図–21 上フランジ端部の σ11

図–22 連続梁の x1 < 0 m部分

表–3 接続部における接続部応力のジャンプ量

x1(m) −20.5 −9.5 −5.5

本手法 −0.06 0.16 0.28

従来の手法 −1.79 1.99 2.82

図–23 等分布荷重を受ける連続梁の断面 2

大きくなっているが，本手法では全域にわたり参照解に
対する再現性が改善されていることが確認できる．相
対誤差 L2ノルムは，従来の手法で 4.29 ×10−2であるの
に対し，本手法では 1.05 ×10−2 と改善した．
上フランジ端部（ウェブ上）の直応力 σ11の x1方向

分布を図–21に示す．なお，解析モデルは x2-x3面で対
称であるため，半分の x1 < 0 m の領域の結果を示す
（図–22）．応力は接続部においても連続であるべきだ
が，従来の手法では接続部付近で明らかに不連続となっ
ている．本手法は従来の手法と比較して定性的に参照
解と一致していることが確認できる．ここで，接続部
の参照解の応力で無次元化した接続部応力のジャンプ
量を表–3にまとめた．従来の手法に対し，本手法では
ジャンプ量を低減できていることが確認できる．

表–4 計算時間と節点数 (連続梁・断面 2)

総節点数
計算時間 [s] 連続体+梁

参照解 501.06 2, 990, 512 + 0

本手法 87.35 1, 052, 416 + 333

従来の手法 81.61 1, 052, 416 + 333
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図–24 接続部の上フランジの σ11 の x2 方向分布
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図–25 接続部のウェブの σ11 の x3 方向分布

(2) 薄肉幅広箱断面（断面 2）による検証
図–23 に対象とする梁の断面を示す．幅 b = 8.9 m，
高さ h = 2.3 m 厚さ t = 0.02 m の幅広箱断面である．
連続体要素の要素長は，x2, x3方向に 0.02 m, x1方向に
0.04 m，梁要素の要素長は x1方向に 0.1 mとした．支間
長 L = 15 mに対して幅 b = 8.9 mと幅広になっている．
計算時間および総節点数を表–4に示す．本手法および
従来の手法によるモデルの節点数は参照解のモデルの
節点数の 1

3 程度であり，計算時間は 1
6 程度であった．

中間支点部付近の接続部（x1 = −5.5 m）における連
続体要素の直応力 σ11 の上フランジの x2 方向分布を
図–24 ,ウェブの x3方向分布を図–25に示す．断面 1の
結果（図–17, 18）と比較すると本手法の参照解に対す
る再現性が低下しているものの，従来の手法よりは再
現性が向上している．相対誤差 L2ノルムは，上フラン
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図–26 接続部の上フランジの τ12 の x2 方向分布
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図–27 接続部のウェブの τ13 の x3 方向分布

ジ，ウェブでそれぞれ従来の手法で 1.42, 2.21であるの
に対し，本手法では 0.516, 0.327と改善した．
中間支点部付近の接続部（x1 = −5.5 m）における連

続体要素の上フランジの x1-x2面のせん断応力 τ12の x2

方向分布を図–26に示す．本手法では従来の手法と比較
して参照解に対する再現性が改善されているが，断面
1の結果（図–19）と比較すると参照解に対する再現性
が低下していることが確認できる．断面 1（図–19）で
は参照解のせん断応力が直線に近い分布となっている
が，断面 2（図–26）では異なる分布となっていること
から，本手法で仮定している梁としての変位場では再
現できない変形となっていると考えられる．相対誤差
L2 ノルムは，従来の手法で 0.965であるのに対し，本
手法では 0.324と改善した．
ウェブの x1-x3 面のせん断応力 τ13 の x3 方向分布を

図–27に示す．従来の手法では端部で参照解との誤差が
大きくなっているが，本手法では端部での参照解に対す
る再現性が改善されている．相対誤差 L2ノルムは従来
の手法で 3.23 ×10−2 であるのに対し，本手法では 1.91
×10−2 とやや改善した．

x1 < 0 mの領域の上フランジ端部の直応力 σ11 の x1

方向分布を図–28に示す．従来の手法では接続部付近で
応力が不連続となっているのに対し，本手法では不連
続性が緩和されている．接続部の参照解の応力で無次
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従来の手法
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図–28 上フランジ端部の σ11

表–5 接続部における接続部応力のジャンプ量

x1(m) −20.5 −9.5 −5.5

本手法 −0.40 −2.15 1.68

従来の手法 −3.09 −7.79 4.81

元化した接続部応力のジャンプ量を表–5に示す．断面
1の結果 (表–3 )と比較するとジャンプ量は大きくなっ
たが，本手法では従来の手法に対しジャンプ量を低減で
きている．図–28より，接続部以外の場所においても，
本手法は従来の手法と比較して参照解に対する再現性
が向上していることが確認できる．

7. おわりに

本研究では，連続体要素と断面変形を考慮した梁要
素を多点拘束法により接続するモデル化手法を提案し
た．連続体要素と梁要素の接続において本手法を用い
ることで，充実断面片持ち梁，薄肉断面連続梁のいず
れにおいても，従来の手法で問題となっていた接続部
付近の応力の精度の低下，および接続部での応力の不
連続性を緩和するすることが確認できた．支間長に対
してフランジの幅が大きくなるモデルでは，本手法は
従来の手法と比較すると精度は向上するものの，幅が
小さい断面を持つモデルと比較すると，精度は低下し
た．これは，支間に比べある程度より幅が広くなると，
本手法で用いている断面変形を考慮した梁要素で表現
できる断面変形の範囲を超えた変形となったことが原
因であると考えられる．

謝辞：本研究の一部は JSPS科研費 18K04318（代表：
斉木　功）の助成を受けたものです．
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